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Chapitre 1 


Corrigés des exercices du Chapitre I 
(Complément Kı). Ondes et 
particules. Introduction aux idées 
fondamentales de la mécanique 
quantique 


1.1 Interférence et diffraction avec un jet de 
neutrons 


Enoncé. 


On envoie un jet de neutrons monocinétiques, de masse M, 
(Mn = 1,67.10 27 kg), d'énergie E, sur une chaîne linéaire de noyaux 
atomiques disposés régulièrement comme le montre la figure 1.1 (ces noyaux 
sont, par exemple, ceux d’une longue molécule linéaire). On désigne par l la 
distance de deux noyaux consécutifs, par d leur taille (d « l). On dispose 
au loin un détecteur de neutrons D dans une direction faisant l’angle 0 avec 
la direction des neutrons incidents. 


-5 1} 


000O 
D 


Fic. 1.1 — 
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a. Décrire qualitativement les phénomènes observés sur D lorsqu'on fait 
varier l’énergie E des neutrons incidents. 


b. Le taux de comptage présente, en fonction de E, une variation réson- 
nante autour de E = E. Sachant qu'il n’y a pas d’autres résonances 
pour E < E, montrer que l’on peut en déduire une détermination de 
l. Calculer l avec 0 = 30 degrés, E1 = 1,3.107% joule. 


c. À partir de quelles valeurs de E faudrait-il tenir compte de la dimension 
finie des noyaux ? 


Commentaires. 


Nous allons exploiter dans cet exercice la dualité onde-corpuscule et 
rapprocher cette expérience d’une expérience très similaire dans laquelle de 
la lumière traverse un réseau. 


La lumière peut être décrite naturellement en termes d’ondes (électroma- 
gnétiques), mais la dualité onde-corpuscule nous permet également de la 
décrire par un faisceau de photons. Imaginons donc un faisceau de lumière 
(de longueur d’onde À) arrivant sur un réseau composé de fils de diamètre 
d espacés de l, et représentons-nous la lumière diffractée ou la probabilité 
d'arrivée des photons sur un écran placé à linfini. 


Chaque fil crée une figure de diffraction, l’angle caractéristique régissant la 


taille de chaque tache de diffraction étant Oaifraction ~ T 
Les diverses ondes diffractées par les fils sont cohérentes entre elles et 
peuvent a fortiori interférer. L’angle caractéristique des interférences est de 


Pordre de Ointerférences = T 
Du fait que l > d, la figure de diffraction est plus grande que la figure 
d’interférence. Les interférences apparaissent donc comme une modulation 
de l'intensité lumineuse au sein de chaque tache de diffraction. 


Dans l'expérience considérée ici, le faisceau est constitué de neutrons, que 
nous supposons indépendants. Il nous faut donc utiliser un raisonnement 
analogue à celui utilisé pour un faisceau de lumière. Le réseau est remplacé 
ici par une chaîne linéaire de noyaux atomiques. 


La dualité onde-corpuscule est une réalité difficile à appréhender. La notion 
de paquets d'ondes, limités dans l’espace (la longueur de cohérence en 
optique ondulatoire, c’est-à-dire pour des photons) et dans le temps, nous 
aide à visualiser ce phénomène : le paquet d’ondes associé à chaque particule 
(des neutrons, ici) peut se diffracter et interférer, en passant par plusieurs 
fentes à la fois... 
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Corrigé. 


On envoie un jet de neutrons monocinétiques, de masse M, (M, © 1,67.10 27 kg), 
d'énergie E, sur une chaîne linéaire de noyaux atomiques disposés régulièrement 
comme le montre la figure 1.1 (ces noyaux sont, par exemple, ceux d’une longue 
molécule linéaire). On désigne par l la distance de deux noyaux consécutifs, par 
d leur taille (d « l). On dispose au loin un détecteur de neutrons D dans une 
direction faisant l’angle 0 avec la direction des neutrons incidents. 


a. Décrire qualitativement les phénomènes observés sur D lorsqu'on fait varier 
l'énergie E des neutrons incidents. 


Nous supposons les neutrons libres. Chaque neutron a un comportement 
ondulatoire. Les neutrons sont diffractés par les noyaux, de la même manière 
que des photons sont diffractés par un réseau, phénomène bien connu en 
optique ondulatoire. La longueur d’onde correspondante d’un neutron peut 
être calculée à partir de : 

p (Rk)?  (2xh)? 27h 


E sls — 
2M, 2M, 2MX 2M E 


En faisant l’hypothèse que le détecteur est placé à linfini, langle entre 


deux franges d’interférence consécutives vaut interférences © T et langle 


À 


caractéristique de diffraction dû à une seule fente vaut Wäiffraction ~ —. 


L'augmentation de l’énergie E va donc diminuer la longueur d’onde À A 
les franges d’interférence vont être de plus en plus rapprochées, comme pour 
une figure de diffraction de la lumière. Inversement, la diminution de l’énergie 
E va augmenter la longueur d’onde À et les franges d’interférence vont être de 
plus en plus éloignées. En faisant varier Æ, l’échelle des figures d’interférence 
et de diffraction change, mais pas leur aspect global. Leur position relative 
demeure la même. 


b. Le taux de comptage présente, en fonction de Æ, une variation résonnante 
autour de E = E. Sachant qu'il n’y a pas d’autres résonances pour E < Fi, 
montrer que l’on peut en déduire une détermination de l. Calculer l avec 
0 = 30 degrés, E1 = 1,3.10720 joule. 

La différence de marche entre deux « fentes » consécutives vaut ô = lsin 6, 
et l’on aura une variation résonante si ô = nÀ avec n € Z. On a donc : 

27h 2M,E 

lsinð = nà = n= 8 n = lsin 0272 

2MnP1 27h 
d’après les résultats de la question a. Comme il n’y a pas d’autre résonance 
pour E < E, la première résonance se produit pour E = E:, et n est alors 
minimal et égal à 1. On en déduit : 


I sin 6 | = 2 À 
ng = — = -= 
2M,E1 a 2M Ei sin 0 
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c. À partir de quelles valeurs de E faudrait-il tenir compte de la dimension finie 
des noyaux ? 
Il faut tenir compte de la dimension finie des noyaux à partir du moment où 
A ~ L, ce qui correspond à des énergies telles que : 


(27A) (27A? E 


“2M, A 2M, 4 


E 


du fait que 


E, — (27h)? 4(2rh)? 
1 2M,l2 sin 0  2M,lP 


1.2 État lié d’une particule dans un « puits en 
fonction delta » 


Enoncé. 


On considère une particule dont l’hamiltonien H s'écrit : 


R g? 
H = —— —, — aù(x 
2m dx? (a) 
où a est une constante positive, dont on donnera les dimensions. 
a. Intégrer l'équation aux valeurs propres de H entre —€ et +e ; en faisant 
tendre € vers 0, montrer que la dérivée de la fonction propre y(x) subit 
en x = 0 une discontinuité que l’on calculera en fonction de a,m et 


g(0). 


b. On suppose que l'énergie E de la particule est négative (état lié) ; y(x) 
peut alors s’écrire : 


x <0 vx) = Ae’ + Aje’ 
x >0 y(r) = Aze”? + ALe’ 


où p est une constante que l’on exprimera en fonction de E et m. En 
utilisant les résultats de la question précédente, calculer la matrice M 


définie par : 
aha) 
=M 
(a)na 


Écrire alors que y(x) est de carré sommable, et en déduire les valeurs 
possibles de l'énergie. Calculer les fonctions d’onde normées correspon- 
dantes. 


c. Représenter graphiquement ces fonctions d'onde. Donner un ordre de 
grandeur de leur largeur Az. 
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d. Quelle est la probabilité d7 (p) pour qu’une mesure de l'impulsion de 
la particule dans un des états stationnaires normés calculés plus haut 
donne un résultat compris entre p et p + dp ? Pour quelle valeur de p 
cette probabilité est-elle maximale ? Dans quel domaine, de dimension 
Ap, prend-elle des valeurs notables ? Donner un ordre de grandeur du 
produit Az : Ap. 


Commentaires. 


Cet exercice considère un potentiel « limité » : un puits de potentiel de 
profondeur infinie, mais infiniment étroit, c’est-à-dire un puits en fonction 
delta (Attention : la fonction delta n’est pas sans dimension, d’où la question 
préliminaire sur l’analyse dimensionnelle). 

Avant de commencer à résoudre cet exercice, il est important de se deman- 
der ce que donnerait la mécanique classique dans cette situation. Du fait 
que l’énergie de la particule est négative, la mécanique classique impose à 
la particule de rester piégée dans le puits de potentiel en fonction delta, et 
donc d’être localisée en x = 0 dans un état lié. 

Considérons maintenant le problème du point de vue de la mécanique 
quantique. Cet hamiltonien fournit des résultats et des interprétations très 
intéressants en utilisant des calculs directs dans un nombre très restreint de 
régions différentes de l’espace, ce qui signifie qu’il y a moins de constantes 
À; à déterminer. 

Les conditions aux limites (ou conditions de continuité) de chaque côté du 
puits ne sont néanmoins pas connues a priori. Elles doivent donc être établies 
en partant d’une situation connue et finie (question a). 

Le reste de l'exercice est basé sur l'approche habituelle et constitue un 
superbe exercice d’application des notions fondamentales de la mécanique 
quantique, en plus d'offrir une interprétation des résultats analytiques. 


On considère une particule dont l’hamiltonien H s'écrit : 
2 2 

ht d E 

= ——— — aû(x 
2m dx? 


où a est une constante positive, dont on donnera les dimensions. 
L'hamiltonien H est l'opérateur énergie totale (du fait que Hy(x) = Ev(x)) et a 


+00 


donc les dimensions d’une énergie. On sait de plus que J ô(x)dx = 1, et ó{zx) 


a les dimensions de l’inverse d’une longueur. La constante mä donc les dimensions 
d’une énergie multipliée par une longueur et correspond à l’aire sous la courbe de 
la fonction delta. 
a. Intégrer léquation aux valeurs propres de H entre —€ et +e ; en faisant 
tendre £ vers 0, montrer que la dérivée de la fonction propre y(x) subit en 
x = 0 une discontinuité que l’on calculera en fonction de a,m et (0). 
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L’équation aux valeurs propres de H s'écrit : 


R? delz 
Hole) = Bele) e -Z HO  as(r}o(z) = Eola) 
m dx 
En intégrant cette équation entre —€ et +£, on obtient : 
h?2 Fe d’o(x) +e TE 
“md ie dr-a = ô(x)p(x)dx = E D yv(x)dx 
2 LL +e 
gd Ch dp(+e) S dy(—e) — ap(0) = E p(x)dx 
2m dx dx = 
dy(+e)  dy(-e) 2ma mE f 
© -= 0) — —— d 
dr T zz PU) - > D p(z)dx 
En faisant enfin tendre € vers 0, on obtient : 
. [dy(+e) dy(-e) 2ma 
l © — ———] = — 
Par | dx dx Re po 


et la dérivée de la fonction propre y(x) subit en x = 0 une discontinuité 


2ma 


. On suppose que l’énergie E de la particule est négative (état lié) ; y(x) peut 
alors s’écrire : 


valant — 


x <0 (x) = Ae? + Aje’ 
x>O0 (x) = Aze” + ALe’ 


où p est une constante que l’on exprimera en fonction de E et m. En utilisant 
les résultats de la question précédente, calculer la matrice M définie par : 


Écrire alors que w(x) est de carré sommable, et en déduire les valeurs possibles 
de l’énergie. Calculer les fonctions d’onde normées correspondantes. 


Les fonctions d'onde de chaque côté du puits en fonction delta peuvent être 
calculées grâce à la relation établie à la question précédente, et ce sans avoir 
besoin de connaître l’expression de la fonction à l’intérieur du puits. Cela évite 
ainsi d'introduire deux constantes supplémentaires qui seraient nécessaires 
pour un puits de profondeur et de largeur finies. Notons : 


x <0 yıls) = Aie” + Aïe Pr 
z>0 pulz) = Aze”? + ALe’? 


—2m 
avec p = F2 du fait que l’équation aux valeurs propres de H peut 
s'écrire, pour s <0etxz >0: 
h? d’y(x) Pelz) —-2mE dels) _ 2 
er —Ep(x)=06 -p p e) =0S -z — p'y(x) =0 
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du fait que E < 0 par hypothèse. D’une part, la fonction y(x) est continue 
en æ = 0, donc : 


p1(0) = n(0) & A1 + A! = A2 + A! 


d / 
D'autre part, d’après les résultats de la question précédente, aid, subit en 
2 
x = 0 une discontinuité valant — =z V(O), donc : 
dyn(0)  dyr(0) 2ma | 2ma 
nn à mm p(0) & p(A2 — Az — A1 + À) = (Ai + Ai) 
On a donc 


A2 + À; = À + À 
2 2 
m-a = (1- me) Ai (1+ mx) Ai 
p p 


A f 
ma ma 
= [is TE yt 
d | ( m) e pen 
ma ma 
AE paT (+) 
Au final, 
ma ma 
(A) me me (4) 
A ma ma À 
2 14 1 
ph? ph? 


a pour expression 


Pour être de carré sommable, p(x) doit être bornée lorsque x — +00, ce qui 
implique Aj = A2 = 0 et donc 


1 ma ma 
(u) mt jme (E) 
4 LT ma ma 0 
es je Ms 
ph? Tpm 


ce qui implique les deux conditions 
ma 
P doa D 


Les valeurs possibles de l’énergie sont données par 
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oma —2mE a —2mE o m'a ma 
PR TN R PRET: 2R? 


et il existe donc un seul état lié d'énergie E = — . On peut calculer la 


2h? 
valeur de À en écrivant que la fonction propre y(x) est normalisée : 


0 +oo 
Í paar + | lpu(z) dz = 1 
0 


—00 
0 +oo 
s AP f ePEdx + AP f e2P%qx = 1 
— 00 0 
s pl tes ee 
2p 2p (a 
En posant y = 0 pour que A soit réel et positif, il n’existe donc qu’une seule 
fonction d’onde normalisée telle que : 


MA ma 
x <O0 wyr(x) = F0 
MA _ ma 
>ü gmi = re ü 
que l’on peut écrire sous forme simplifiée 
CORRE e E 


Les fonctions r(x) et wrr(x) sont toutes les deux des fonctions exponentielles 
décroissantes du fait que E < 0. Il s’agit en effet d’un état lié : la probabilité 
de trouver la particule en l'infini est nulle, et cette dernière reste au voisinage 
du puits en fonction delta et s'aventure dans la région qui est « interdite » 
par la mécanique classique. 


. Représenter graphiquement ces fonctions d’onde. Donner un ordre de 
grandeur de leur largeur Ax. 


La fonction d’onde déterminée à la question b est représentée sur la figure 1.2. 


En définissant Ax comme la largeur à mi-hauteur, on obtient : 


1 /ma | MQ 1 /ma ln2 
zae | PES a = — n2 ania 
p(x) 5 z © zE 5 5 plx| nz< [x] 


et l’on a donc 


21n2 1,39 1 
Àœ = nee 
p p pP 
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0 


FIG. 1.2 — Représentation graphique de la fonction d’onde déterminée à la question b. 


Ce résultat est cohérent avec l’idée selon laquelle la particule n’explore la 


h2 
région « interdite » que sur une distance caractéristique de l’ordre de = = — 

ma 
(analyse dimensionnelle de p montre que p a les dimensions de l’inverse d’une 


longueur). 


d. Quelle est la probabilité dZ (p) pour qu’une mesure de l'impulsion de la 
particule dans un des états stationnaires normés calculés plus haut donne un 
résultat compris entre p et p + dp ? Pour quelle valeur de p cette probabi- 
lité est-elle maximale ? Dans quel domaine, de dimension Ap, prend-elle des 
valeurs notables ? Donner un ordre de grandeur du produit Ax - Ap. 


La fonction propre en impulsion est la transformée de Fourier de la fonction 
propre en position, et l’on a donc 


1 T | 
— = —ipz/hq 
P(p) Jarh 1 ic i 
1 


i 0 | +00 : 
= pr(r)e ?%/h $ =] pyl(zje™’??/ "dg 
T —o0 T 0 


| A +00 | 
ete irr/Rqr + J etre irz/Rqr 
0 


A 0 
V2rh 2 V2Trh 


A 0 | A +00 | 
- -J eP=ipr/he y + - -J e-P+ip/h)zqy 
V ZT —06 VAT 0 


0 +00 
A etP—ip/h)z A e~ (P+ip/ħ)æ 
V2rh S: V2rh LE 
P P 
h —00 h 0 
z A ( h $ h ) :. . 2pAñ? 
= Smh \ph—ip ph+ip)  V2rhp? + ph? 


La probabilité d7 (p) pour qu’une mesure de l'impulsion de la particule dans 
l’unique état stationnaire normé calculé à la question b donne un résultat 
compris entre p et p + dp peut donc s'exprimer comme 
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1  2pAR \? 
)Pdp = ( £ ) dp 


V2rh p + p°h? 


Cette probabilité est maximale lorsque p = 0 et vaut 


= 2A? 
d7 {0)= zhp dp 


En définissant Ap comme la largeur à mi-hauteur de dZ (p), on obtient : 


ECE A? 1  2pAh \? æ 2p A R A? 
d?(p) = aP nn ET du un ns 
thp Vr p° + ph rhp rh(p? + p?h?) rhp 


e prr =y 


e p =(V2-1)PR sp=+yv2-1pñ 


et l’on a donc 
Ap = 2V V2 — 1pħ = 0,644ph ~ ph 


On obtient donc au final : 


qui est du même ordre de grandeur que la limite de Heisenberg. Le fait que 
Arz - Ap ~ h montre que ce problème ne peut être résolu qu’en utilisant la 
mécanique quantique, du fait que la particule explore une région de l’espace, 
en l’occurrence l'extérieur du puits en fonction delta, qui lui est « interdite » 
par la mécanique classique. Tenter de localiser la particule à l’intérieur de 
la fonction delta, c’est-à-dire dans la « région autorisée » par la mécanique 
classique, n’est pas compatible avec le principe de Heisenberg, qui est au cœur 
de la mécanique quantique. 


1.3 Transmission d’une barrière de potentiel en 
« fonction delta » 


Enoncé. 


On considère une particule placée dans le même potentiel que dans l'exercice 
précédent, mais qui cette fois se propage de gauche à droite sur l’axe Ox, 
avec une énergie E positive. 

a. Montrer qu’un état stationnaire de la particule peut s’écrire : 
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où k, À et B sont des constantes que l’on calculera en fonction de 


d 
l'énergie E, de m et de a (on prendra garde à la discontinuité de £ 
z 


en x = 0). 
ma? 
anz l 


E 
en fonction du paramètre sans dimension E les coefficients de réfle- 
L 


xion et de transmission de la barrière, R et T. Étudier leurs variations 
en fonction de E ; que se passe-t-il lorsque E — œœ ? Interprétation ? 
Montrer que, si l’on prolonge l'expression de T pour les valeurs de E 
négatives, elle diverge lorsque E — — E; ; interprétation ? 


Commentaires. 


Cet exercice fait suite à l'exercice 2 et ne peut pas être traité de manière 
indépendante. 

Contrairement au cas considéré dans l’exercice précédent, l’énergie de la 
particule est positive, ce qui permet à la particule d'explorer tout l’espace. 
La particule possède une énergie suffisante pour se déplacer librement à 
l’intérieur et à l'extérieur du puits. 

Que peut-on dire, d’un point de vue classique, d’un faisceau de particules 
rencontrant un puits de potentiel ? Il est important de prendre le temps 
de se poser la question, pour se (re)familiariser avec le résultat classique et 
ainsi mieux apprécier la subtilité du résultat quantique. S'il est difficile de 
s’imaginer un puits en fonction delta, il est possible de s’en imaginer un qui 
est très étroit tout en étant fini. 

Des particules classiques provenant de — rencontrent le puits et y 
pénètrent (augmentant ainsi leur énergie cinétique). Elles possèdent suffi- 
samment d'énergie pour sortir du puits et continuent ensuite à se propager 
dans le sens des x croissants, vers +00 (tout en ayant perdu leur excès 
d'énergie cinétique en quittant le puits). En conclusion, toutes les particules 
classiques poursuivent leur chemin comme si le puits n’existait pas. Toutes 
pénètrent dans le puits et en sortent, et leur énergie à l'extérieur du puits 
demeure la même avant et après. 

L'objectif de cet exercice est de calculer le taux de transmission en 
utilisant la mécanique quantique, et de le comparer au résultat classique : 
Ttassique = 100 %. 


b. On pose -Er = énergie de l’état lié de la particule). Calculer, 
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On considère une particule placée dans le même potentiel que dans l’exercice précé- 
dent, mais qui cette fois se propage de gauche à droite sur l’axe Ox, avec une énergie 
E positive. 


a. Montrer qu’un état stationnaire de la particule peut s’écrire : 


si x<0 y(x) = etk? + Ae—ikr 
si æ>0 (x)= Beïkt 


où k, A et B sont des constantes que l’on calculera en fonction de l’énergie 


d 
E, de m et de a (on prendra garde à la discontinuité de T en z = 0). 
T 


À gauche de la barrière de potentiel (x < 0), V(x) = 0 et l'équation aux 
valeurs propres de H s'écrit 


_ K dyla) d'e(x) 2mE d'o(x) 


—Eçp(x) =0& ste K =} 
T p(z) ae tp YO) ae tk ele) 
2mE Fe 
en posant k = + (c’est-à-dire E = Z comme pour une particule 
m 


classique) du fait que E > 0 par hypothèse, et la fonction propre s'écrit donc 
(zx) — A' etk? de Aeikt. 

À droite de la barrière de potentiel (x > 0), on a également V(x) = 0 et, de 
la même manière, la fonction propre s'écrit y(x) = Bett? + B'e-ikæ, 

De plus, la particule se propage de gauche à droite, donc B’ = 0 du fait 
qu'aucune réflexion n’est possible au-delà de x = 0. En l’absence d’obstacle, 
les particules poursuivent leur chemin dans la région x > 0 dans le sens des x 
croissants, d’où B Æ 0, mais aucune onde n’est réfléchie dans la région x > 0 
dans le sens des x décroissants. De la même manière, il nous faut poser À Æ 0 
pour tenir compte d’une éventuelle réflexion sur la barrière, auquel cas des 
particules se propagent dans la région x < 0 dans le sens des x décroissants, 
et l’on peut choisir A’ = 1 (pour des particules incidentes dans la région x < 0 
qui se propagent dans le sens des x croissants) puisque le fait que la fonction 
d’onde soit normalisée nous permet de fixer l’une des constantes à une valeur 
de notre choix. En résumé : 


si <0 gr(x) = e"? + Aeike 


si x>0 qn(x) = Be" 


avec k = . D'une part, la fonction propre y(x) est continue en x = 0, 


donc 
wr(0) = qui(0) &1+4A=B 


D’autre part, la dérivée première de la fonction propre est discontinue en 
xz = 0 en raison de la présence de la fonction delta, et nous avons montré 
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2ma 
dans l’exercice 2 que cette discontinuité vaut gs (0). On a donc : 


dpn(0)  dyr(0) 2ma l 2ma 
— = — —— k(B—-1+A4)=-—82B 
dr dx LS 
Du fait que B = 1+A d’après la condition de continuité, la relation précédente 
devient : 
: 2ma 2ma A 2ma 
soit 


ma ma 


| ma+ikh2 "| MeV 


et l’on a enfin 


ihV2mE 
B=1+A- BE a 
ma + ihV2mE 
ma 
b. On pose -Ez = TR (énergie de l’état lié de la particule). Calculer, en 
E 
fonction du paramètre sans dimension E les coefficients de réflexion et de 
L 


transmission de la barrière, R et T. Étudier leurs variations en fonction de 
E ; que se passe-t-il lorsque Æ — © ? Interprétation ? Montrer que, si l’on 
prolonge l'expression de T pour les valeurs de E négatives, elle diverge lorsque 
E — — E; ; interprétation ? 
Le coefficient de réflexion de la barrière vaut 
me 
— ma +2mER 


2mER2 
ma? +2mER2 


BP 


On vérifie aisément que R+T = 1, ce qui traduit la conservation de l'énergie 
des deux côtés de la barrière. L'énergie E étant supposée positive, la forme 
de R et T en fonction de E est représentée sur la figure 1.3. 
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1 
T 
i R 
L > E 
0 Er, 


FIG. 1.3 — Courbes représentatives de R et T en fonction de E. 


E 
Lorsque E — co, p 7” et l’on a donc R — 0 et T — 1 : si l'énergie est 


L 
suffisamment grande pour rendre la barrière de potentiel négligeable, alors la 
particule franchit la barrière comme si elle n’existait pas. 


Si l’on prolonge l'expression de T pour les valeurs de FE négatives, T diverge 
lorsque 1 + EF, 0& E — — Ez. Cette divergence indique l'existence d’un 


È 
état lié d'énergie — Ez, du fait que les états liés correspondent aux pôles du 
coefficient de transmission T. 


Comparons maintenant les résultats quantiques et classiques. On peut déjà remar- 
quer que T n’est pas systématiquement égal à 100% = Telassique. Il s’agit d’un 
résultat important. Même si les particules possèdent une énergie suffisante pour 
passer la barrière de potentiel (d’un point de vue classique), certaines d’entre 
elles sont réfléchies. En mécanique quantique, une particule donnée possédant une 
énergie suffisante a donc une probabilité R non nulle d’être réfléchie, ce qui est 
inimaginable en mécanique classique vu la forme du potentiel. Les prédictions de 
la mécanique quantique sont vérifiées expérimentalement dans des conditions très 
similaires, comme par exemple lorsqu'un neutron rencontre un noyau. Les parti- 
cules « rebondissent » effectivement quantiquement. 

Si cette expérience peut sembler difficile à concevoir, ou en tout cas contre-intuitive, 
en termes de particules, elle ne l’est pas en termes d’« ondes ». Une onde est en effet 
partiellement réfléchie et partiellement transmise lorsqu'elle rencontre une vitre. 
On peut enfin remarquer que T — 1 lorsque E — ©, c’est-à-dire lorsque E > Fı, 
ce qui est pertinent. Si la barrière est insignifiante, indétectable par les particules 
à haute énergie, alors les particules n’interagissent pas avec le puits de potentiel et 
poursuivent leur chemin comme si de rien n’était. 


Corrigés des exercices du Chapitre I 


1.4 État lié d’une particule dans un « potentiel 
en fonction delta », analyse de Fourier 


Enoncé. 


On reprend l'exercice 2 en utilisant cette fois la transformation de Fourier. 

a. Écrire l'équation aux valeurs propres de A, et la transformée de Fourier 
de cette équation. En déduire directement l’expression de P(p), trans- 
formée de Fourier de y(x), en fonction de p,E,a et (0). Montrer 
alors qu’une seule valeur de E, négative, est possible. On ne trouve 
donc de cette manière que l’état lié de la particule, et non ceux où 
elle se propage ; pourquoi ? Calculer alors y(x) et montrer qu’on peut 
retrouver de cette manière tous les résultats de l’exercice 2. 


b. L'énergie cinétique moyenne de la particule peut s’écrire (cf. 
Chapitre III) : 


He 2f(p)|2d 
e= Sm R pip D 


Montrer que, lorsque ÿ(p) est une fonction « suffisamment régulière », 
on a aussi : TE d 
E. = E o'z) de 

Ces formules permettent d’obtenir de deux façons différentes l’énergie 
Ec pour une particule dans l’état lié calculé en a. Quel résultat obtient- 
on ? On notera que, dans ce cas, y(x) n’est pas « régulière » en x = 0, 
où sa dérivée est discontinue ; il est alors nécessaire de dériver y(x) 
au sens des distributions, ce qui introduit une contribution du point 
x = 0 à la valeur moyenne demandée. Interpréter physiquement cette 
contribution : on considérera un puits carré, centré en x = 0, dont la 
largeur a tend vers 0 et la profondeur Vo vers linfini (de façon que 
aVo = q), et on étudiera le comportement de la fonction d’onde dans 
ce puits. 


Commentaires. 


Cet exercice fait suite à l’exercice 2 et ne peut pas être traité de manière 
indépendante. Tous les résultats et commentaires de l'exercice 2 sont main- 
tenant supposés compris et ne seront pas redémontrés. L'approche est ici 
plus technique, mais l’interprétation finale devrait être comparée à celle de 
l'exercice 2. 

Une dernière étape de raisonnement est proposée à la fin de l’exercice 
pour mieux comprendre les résultats. On considère une fois de plus le cas 
d’un puits de potentiel fini, ainsi que son cas limite en termes de puits de 
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potentiel en fonction delta. Il s’agit d’une approche intéressante, bien que 
pas toujours facile à interpréter et assez technique. 


Corrigé. 
On reprend l’exercice 2 en utilisant cette fois la transformation de Fourier. 


a. Écrire l'équation aux valeurs propres de H, et la transformée de Fourier de 
cette équation. En déduire directement l’expression de Y(p), transformée de 
Fourier de y(x), en fonction de p, E, a et (0). Montrer alors qu’une seule 
valeur de F, négative, est possible. On ne trouve donc de cette manière que 
l’état lié de la particule, et non ceux où elle se propage ; pourquoi ? Calculer 
alors y(x) et montrer qu’on peut retrouver de cette manière tous les résultats 
de l’exercice 2. 


L’équation aux valeurs propres de H s’écrit 


D’après la relation (38a) de l’Appendice I, la transformée de Fourier de cette 
équation est 


ea (2) zo -l Steele) =» tds = EPO) 


soit 


1  2may(0) 


5  VnhpP -2mE 


Or la transformation de Fourier conserve la norme, donc 


i : 2m?a?242(0) a. dp =å 
rh (p?—2mE) 


— OO — OO 


Décomposons en éléments simples : 


(p? — 2mE) 


e si E > 0, l’état n’est pas lié, la particule peut explorer tout l’espace et 
l’onde harmonique correspondante ne peut pas être normalisée, 
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esiE <0,ona: 


1 1 1 
(P?—2MmE)  [p_(iÿ-2mE)]" (p+iv-2mE)(p-iv-2mE) 
RE joo 
re” (p + iv—2mE)? 
a” 5” 
+ 


qi + a 
p—iv-2mE  (p—-iv-2mE)? 
On a ensuite : 


d 1 2 
à = Ma —_—_ = = 
f E =) p—iV-2mE)],_ EE 


4 


4(—-2mE)3/2 
= o 
E (p= iy =2mE)" |, ; 5e 7 8mE 


et l’on a donc 
1 : i 1 1 
(p? — 2mME)? 4A(—2mE)3/2 \p+iy-2mE p-iv-2mE 


Il 1 1 
ns (Gr TF) 
1 1 1 1 
-= 2(2mE)p -2mE mE e — 
1 
+575) 
Une primitive de cette fraction rationnelle est donc 


dp l P 
n mn E ne 
(e —2mE) ampe °° (=) 


1 1 ii 
T TE + D 
8mE (- +iv=2mE p- =) 

1 arctan p l p 
2(—2m E)3/2 /=92mE 4mE p? — 2mE 
On a donc nécessairement E < 0 et : 
2m° a? p? (0) T 

rh 2(—-2mE)3/2 
m4/304/304/3(0) apa m!/3a4/34/3(0) 


m2a24? (0) 


=1 $ (-2mE)/2 = 7 


+oo 
Î Fo)ld=1 à 
— 00 


<4 mE = 


22/3 2h2/3 
du fait que 
[7 ap = l arctan p — ? P A 
Z~ (pP -— 2m T —2m —2mE mE p —2mE ]_ 
œ (p? — 2mE)? 2(—2mE)3/2 AmE p= 2mE | -a 
T 


2( 2m E)? 
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En reprenant l'expression de (x) trouvée dans l'exercice 2, on a 


(0) = 4 E? et lon en déduit : 


P ma? 
PPS SM 


qui est l’énergie de l’état lié de la particule. On ne trouve pas d'états excités 
de la particule lorsqu’elle se propage du fait que les fonctions ÿ(p), qui sont 
fonctions propres de H, ne sont pas de carré intégrable lorsque Æ > 0 et ne 
sont donc pas définies. Calculons maintenant (x) par transformée de Fourier 
inverse : 


1 Re P may 0 +66 etpæ/h 
= a a aa E 


Il west pas possible de calculer y(x) à partir de cette expression, pour la 
bonne raison que la fonction d’onde w(x) n’a pas la même expression sur 
tout R, mais deux expressions distinctes pour x < 0 et x > 0. Nous avons 
montré à la question d de l'exercice 2 que la transformée de Fourier de la 
fonction d’onde définie comme 


si æ<0 wy(x) = Ar 
si æ>0 (x) = Agr 
était égale à : 
= 1 2p AR? 
PP) = = 
V2rh p? + p°h 
En identifiant avec l'expression 
E 1 2mag(0) 
píp) = = — 
V2rh p — 2mE 


on peut en déduire que 


|—2mE ma ma 
p= Cu = y tapis 7 


On retrouve ainsi la même fonction d’onde que dans l'exercice 2, et l’on peut 
donc retrouver tous les résultats obtenus à l’exercice 2. 


. L'énergie cinétique moyenne de la particule peut s’écrire (cf. Chapitre II) : 


E= [7 Ppa 
on Pa pip D 


Montrer que, lorsque ÿ(p) est une fonction « suffisamment régulière », on a 


aussi : Pe! 5 
h 9 d 
E: = -— g“ (x) dr 


2m do dx? 
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Ces formules permettent d'obtenir de deux façons différentes l’énergie Fe 
pour une particule dans l’état lié calculé en a. Quel résultat obtient-on ? On 
notera que, dans ce cas, y(x) n’est pas « régulière » en x = 0, où sa dérivée est 
discontinue ; il est alors nécessaire de dériver y(x) au sens des distributions, ce 
qui introduit une contribution du point x = 0 à la valeur moyenne demandée. 
Interpréter physiquement cette contribution : on considérera un puits carré, 
centré en x = 0, dont la largeur a tend vers 0 et la profondeur Vo vers l'infini 
(de façon que aVo = q), et on étudiera le comportement de la fonction d’onde 
dans ce puits. 


On a pour commencer : 


a dl = f” ENE ER 
B e om I p“ |p(p)| dp = m A à (p)p(p)dp 
E [TS Pan” ip E g dy(x)1|° 
— — — mor — Oo d = — EF 
ra A (2) =o (2) roa ni. a [22] dp 
B jda] 
T ImJ | dz i 


du fait que la transformation de Fourier conserve la norme d’après la formule 
de Parseval-Plancherel (45) de l’ Appendice I. La dernière ligne peut également 
s'écrire : 

LR [+° dp*(x) dy(x) 
— 2m ze Ug dx 


On peut réécrire cette intégrale en effectuant une intégration par parties en 


Ea dx 


posant : 
dp*(x) i 
u= P u= (x) 
dy(x) et 1 d’y(x) 
y= ~ bé dx? 


On obtient ainsi : 


R [ .  de(x)l'® FR ft  d'o(x) 
| (2) -= “nl. FO 


O0 


Ee 


— CO 


Or y* (x) doit s’annuler en +00 pour être de carré sommable, donc on aboutit 
bien au résultat recherché : 


h2 +00 


MA _ ma 
Pour une particule dans l’état lié calculé en a, on a (x) = VF ne (al 


d’après les résultats de l'exercice 2 et 


Sp) = 1 2may(0) _ 1 2m3/20a8/2 
PPT Von -2mE Sah P -mE 


20 Corrigés des exercices de Mécanique quantique, tome I 


d’après les résultats de la question a. Un premier raisonnement donne ainsi : 


i we fre p? 
Bso do = | 
=J PRE aR = 2m Th. l (p? — 2m E)? p 


+00 
z me } ES. 
rh J- (p2-2mE) 


2 


Décomposons Po m en éléments simples. On a : 
p? — 2m 
p? p? 2 
(pP — 2mE)? _ (p — (iv —-2mE)?)? = (p +iv—2mE)? (p — iv -2mE)? 
A y . ô 
© p+ivy-2mE (p+iv-2mE} 
* ô* 
+ 


— R + E 
p—iy—2mE  (p—-iv-2mE) 


On a ensuite : 


e d Po 
dig f (o)l 
2p(p — iv—2mE) — 2(p — iV—2mE)p? 
i r A piv mmE 
2p(p — iV—2mEË) — 2p° Z 
| (p — iV—2mE)s ra 3 |- (p — iv —2mE)? p=-iV=IMmE 
4mE t 


8i(-2mE)/? 4V 2mE 
2 


__2mE _ 1 


p 
re 8mE 4 


et l’on a donc 


p 


į 1 1 
(p? — 2mE)? 4V —2mE = r) 
1 1 
tI 3 Fiy mA p- 75) 
l 1 1 1 1 
= 2#-2mE 4 (Gr t F7) 
Une primitive de cette fraction rationnelle est donc 
a a = 
I om A T u mk (m 
1 1 1 
AG) 
1 p 1 p 
DV RE arctan (=) = éd ar 
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On a ainsi 

m í | +oo 
1 1 
g dp = c arctan (=) Le 
-æ (p°-2mE) L2V—2mE —2mE 2p?—2mE | _ 
T 
_ 2V=2mE 
et donc : 


_ mo? m2? où 


rh NET | 2hY=IMmE ou 


du fait que E = — en V-2mE = — Ta après les résultats de la question 
a. 
Un second raisonnement est basé sur légalité : 


R [e Eele) 
218 J- dg? 


Cependant, présente une discontinuité en x = 0, et il faut donc 


p(x 
n „dz? 
réécrire cette intégrale sous la forme : 


ot 


2 07 Le 2 4 
B= -> {a p 20 a+ f pa ERa [7 y(x): Tela À 


avec p*(x) = p(x) du fait que la fonction d’onde y(x) = Je i #2 lel 


est réelle. On peut utiliser ici un raisonnement similaire à celui utilisé dans 


d A 
lexercice 2 pour déterminer la valeur de la discontinuité de — en x = (. 
z 
L’équation aux valeurs propres de H s'écrit : 
h? d'ola) 
H.: =E = = E 
pla) = Ep(a) & -= EP — ad(a)olz) = Eola) 
En multipliant par y(x) dans les deux membres, on obtient 
B d°p 
-Ë p EO — adle)? (x) = Eel) 
En intégrant cette équation entre —e et +e, on obtient : 
h2 F FE +e 
-ai g Fee lige a C s(x)? (x)dz = E A g (x)dz 
K ff d’y(z lj 2 TE gaa 
o -E S ar - 0 = E f eloa 
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En faisant enfin tendre € vers 0, on obtient : 


er LPO ae = ap (0) = PE i Ta a 
2m Jo- dr? h2 S dx? hå 
On peut ainsi en déduire : 
h2 o7 dolt ot Haa +00 ais 
Ee = = J p(x) de + f (x) . Las + f (x) - bjs 
h2 |ma /ma\2 [9 2ma, 2m2a? ma /ma\2 [TO _2may 
= SEG de- a RL ii a 
h2 fma\2 (maf h? 2ma, d ma | R2 2ma y +o 
T o ae o 
2m \ h2 h2 | 2ma er h2 |2ma jt 
Z ma? [1 ; o ma? -E 
22 \2 E 2h2 


et l’on retrouve donc bien le même résultat des deux manières, à savoir que 
l'énergie cinétique moyenne de la particule est égale à l’opposé de l'énergie de 
l’état lié. On peut remarquer que la contribution du point x = 0 à l'énergie 
cinétique moyenne de la particule s'élève à : 


C’est le double de l’énergie cinétique moyenne de la particule calculée plus 
haut. Considérons maintenant un puits carré de potentiel centré en x = 0, 
de largeur a et de profondeur Vo avec aVọ = aœ, pour justifier ce résultat. 
Nous avons vu au 8 2-c-« du Complément Hy que la fonction d’onde d’un 
état stationnaire d'énergie comprise entre —V, et 0 a pour expression : 


Be?” s| gg = 
; ; a 2 a 
p(z)= < Age"? + Ale ke si =3 LT à 
a 
Ble’? i >= 
3€ Si £> z 
2mE 2m(E + V 
avec p = =- gfs A On a, d’après le § 2-c-a du Com- 


fe h2 
plément Hı : 


An = el-orik)a/2P T 1È p, 


2ik -y 

A! = _e-(p+ik)a/2 07 i Bı 
n 12 2ik 

p= in bo Br 


2kp 
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Il est possible de déterminer une relation supplémentaire entre B1, A2, À, et 
B} en tenant compte du fait que la fonction d’onde est normalisée : 


[T oasa 


-4 3 | ; 
a f [Biper f Hu ATEI An + ALe jdr 


2 
H 2 2 
+] Be “ax = 1 


g 
2 


Pe f [Betas f (|A2|? $ |A, P + S a +AA jde 
es -4 


+00 
+] |B3le ?%qx = 1 


2 


e p |E, + das + tar aas [ET 
+11. i H Ieee E a 
2 
—Dikz 12 —2px 1 + 
x 41 [€ nge E 
-AJA [S | -is | - l si 
2 2 
2 pae à 112 1x * 4/ a 
| (B1l +183") + (|42| + |A2|")a + (A247 + 4242) ———— =1 
2p 2ik 
Le P 
e (B+ BPE + Aa + Ab P)a + (AoA +AA ES = 


En reprenant les expressions de A2, A, et B} et en remplaçant p et k par 
leurs expressions, on a : 


—_ „(=p+ik)a/2P + ik 
Ay Sa ak 
_2mE£E e 2m(E + Vo) 
2 baja ia [2m(E + Vo) h2 h2 
e exp - Bi 
h . f2m(E + Vo) 
2% 7 


paie — ik 
À a (pe+ik) nig a 
2mE i 2m(E + Vo) 
ë 2m(E + Ve CR 2 
E PTE ony + m( A 0) h | h Bi 
2m(E + Vo) 
h2 
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ga ea re EU mn 


s -2 2m( ihi 
B; = eo +k? antoi = men | mE sn ( En) Bi 


© 2kp. ESS TE h? 
Rr hr? 
Vo : 2m 
Sn Re er À 
2V=EE +) k VV z) i 
[VW 1  . [m | E 
-E ET C Vs E) Bı 
PTE 
En faisant ensuite tendre a vers 0 et Vo vers linfini, on obtient : 
Bı ia 2m E Bı ia | 2m 
A x — | 1+ =/= 1+— lle —I1+— 
"= CEILAN 7) (+5 ex) 
aa, ie fm, EN Bf, ie [7m 
2 2 V FEV 2V 2 2 V RV 
a 1 1 


et l’on peut en déduire : 


|B}? = -|B P5 
On a de plus, d’après ce qui précède : 


2m sin ka | 


=> —— usg 
Eh k Mer RESA i E »%o 
nE 
Vo 


sin ka = a 


La condition de normalisation de la fonction d’onde devient ainsi : 


B.2+IB:2 : | 

UB: +181) — al) | (AI? + LAS )a + (424% + AS AS )a ~ 

| Bi? ma? r m 2 ma? E 
2 (172E mmk SR 2 -pR 2mE 


L'énergie cinétique de la particule dans le puits vaut, d’après les résultats 
précédents : 


R f3 „asd plt _ Bk? 
B = -5f yah 


= : -r U ey =T (Aïe —ike + Aïe Peni Agerra + Aie ‘*#)dx 
g -=$ 


2 
= (E+ wf (1421? + [43]? + A2 A7 e”t? + A3 ALe”? de 
-F 


sin ka 
= (E+W) [qaa + AS [)a + (424% + AS A!) | 


k 
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En faisant tendre a vers 0 et Vo vers l'infini, on obtient : 


E. © (E+Vo)(4 + Ai)(A5 + Aĵ )a ~ |B1|?(E + Voja ~ al Pl? 


R 


1? 
Y 
Q 


Enfin, lorsque a tend vers 0 et Vo tend vers l'infini avec a = aVo, le puits 
carré de potentiel tend vers un puits en fonction delta d’aire q, et l'énergie 
E tend donc vers l'énergie de l’état lié de la particule retrouvée à la question 
ma? 

T 
l'énergie cinétique de la particule dans le puits, on obtient : 


a, soit E = — En remplaçant E par cette valeur dans l'expression de 


La contribution du point x = 0 à l'énergie cinétique moyenne de la par- 
ticule dans un puits carré de potentiel correspond donc à l'énergie cinétique 
moyenne de la même particule placée dans un puits carré de potentiel lorsque 
ce puits tend vers un puits en fonction delta. 


1.5 Puits composé de deux fonctions delta 


Enoncé. 


On considère une particule de masse m, dont l'énergie potentielle s’écrit 


V(x) = —-aô(x) — aô(x—-l) a>0 


où l est une longueur constante. 


a. 


h2 p? 


Calculer les états liés de la particule, en posant E = — T Montrer 
m 


que les énergies possibles sont données par la relation 


(3 


ma : ; 
—5—. Donner une résolution graphique de cette 


h 


e Pl 


où y est défini par u = 
équation. 
(i) État fondamental. Montrer que cet état est pair (invariant par 
symétrie par rapport au point z = +), et que son énergie Es est 
inférieure à l'énergie —E% introduite dans le problème 3. Inter- 


préter physiquement ce résultat. Représenter graphiquement la 
fonction d’onde correspondante. 
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(ii) Etat excité. Montrer que, lorsque l est supérieure à une valeur 
que l’on précisera, il existe un état excité impair, d'énergie EA 
supérieure à — Ez ; représenter la fonction d’onde correspondante. 


(iii) Expliquer comment les calculs qui précèdent permettent de bâtir 
un modèle représentant une molécule diatomique ionisée (par 
exemple H7) dont les noyaux sont séparés par la distance l. Com- 
ment varient, en fonction de l, les énergies des deux niveaux ? Que 
se passe-t-il à la limite où l — 0 et l — © ? Si l’on tient compte 
de la répulsion des deux noyaux, quelle est l’énergie totale du sys- 
tème ? Montrer que la courbe donnant les variations en fonction 
de l des énergies ainsi obtenues permet de prévoir dans certains 
cas l’existence d'états liés de H}, et de déterminer la valeur de l à 
l'équilibre (on obtient ainsi un modèle très élémentaire de liaison 
chimique). 


b. Calculer les coefficients de réflexion et de transmission de l’ensemble 
des deux barrières en fonction delta. Étudier leurs variations en fonc- 
tion de l; les résonances ainsi obtenues se produisent-elles lorsque l est 
un multiple de la longueur d’onde de L. de Broglie de la particule ? 
Pourquoi ? 


Commentaires. 


Cet exercice nécessite d’avoir traité l'exercice 2, mais pas l'exercice 4. En 
mécanique classique, pour Æ < 0, la particule se trouve dans le puits en 
x = 0 ou dans le puits en x = l, et elle ne peut pas s’en échapper. 

Il est maintenant possible d'utiliser notre intuition quantique, acquise 
récemment via la résolution des exercices précédents. En mécanique 
quantique, le confinement strict de la particule n’est pas possible en raison 
du principe d’incertitude de Heisenberg. La particule peut explorer et 
explorera les régions interdites classiquement, à savoir l’extérieur des deux 


puits, sur une distance caractéristique notée — dans l'exercice 2. Si | n’est 


pas trop grand devant la distance —, l’influence du puits en x = l est 


ressentie dans le puits en x = 0 (et vice versa). La particule peut passer 
d’un puits à l’autre par effet tunnel. Ce passage, et donc ce couplage entre 
les puits, permet une stabilisation des états quantiques, comme nous allons 
le voir dans cet exercice. Cette situation constitue un modèle simple pour 
décrire la molécule NH3 qui est étudiée dans le Complément Grv. 


En raison de la symétrie du problème par rapport à x = 5 (le potentiel 


étant symétrique), on s’attend à ce que l’état fondamental corresponde à un 
état symétrique et l’état excité à un état antisymétrique (comme pour une 
particule piégée dans un puits de potentiel infini). De manière plus générale, 
les fonctions d’onde seront alternativement symétriques et antisymétriques. 
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La manière d'aborder ce problème est standard. Comme dans les exercices 
précédents, il faut écrire les fonctions d’onde spatiales stationnaires dans les | 
différentes régions de l’espace en utilisant des exponentielles réelles dans les 
régions interdites classiquement, avant de déterminer des relations entre les 
amplitudes de ces ondes et d’en déduire les conditions sur l’énergie de la 
particule (c’est-à-dire sa quantification) pour que ce système de constantes 
possède des solutions non triviales. 


On considère une particule de masse m, dont l'énergie potentielle s’écrit 


V(x) = —-aû(x) —- aô(x -l) a >0 


où l est une longueur constante. 


Pp 
a. Calculer les états liés de la particule, en posant E = — am Montrer que les 
2m 
énergies possibles sont données par la relation 
2p 
e” = +|1- 2% 
u 
` Jan 2ma : . . 
où u est défini par u = ER Donner une résolution graphique de cette 
52 


équation. 

La résolution de cet exercice est similaire à celle de l'exercice 2. L’équation 
aux valeurs propres de H est la même, à part en x = l, mais il faut prendre 
garde lorsqu'on tient compte des conditions de continuité de y(x) en z = 0 
et x = l (on peut remarquer que la dérivée première est discontinue en ces 
points du fait que V(x) y diverge). On a V(x) = 0 loin des deux fonctions 
delta, et l’équation aux valeurs propres de H s'écrit 


h d'o(x) de(s) _—-2mE d’o(x) 2 
a -E = = = = = 
nd plz) =0 S — p Ve) =0S -z ~P w(x) = 0 
—2mE d'a 
en posant p = TE E=- n On peut remarquer que E < 0 du 
m 


fait que l’on s'intéresse aux états liés, et p est donc bien défini. Les fonctions 
propres ont donc la forme 


x0 yi(x) = Are”? + Aje” 
O<r<i prix) = Az” + Aïe P? 
gd gils) = Aze’? + Aïe P? 


p(x) doit être bornée lorsque z — +00, donc 4! = A3 = 0, et l’on a donc 


zæ<0 pr(x) = Ae”? 
O0<z<l prix) = Aze”? + Aie Pr 
zx >lI Qui) = Aïe Pr 
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La fonction propre y(x) est continue en x = 0 et en x = l, donc 


g1(0) = wn(0) A1 = A2 + A3 a A1 = A2 + A} 
pull) = yuli) Aze Abe A = Ae A = Aze?Pl + À! 


d(x) 
d 


discontinuités en x = 0 et x = l dont les valeurs sont respectivement — uy(0) 


De plus, d’après ce que nous avons vu dans l'exercice 2, présente des 


2 
et —uy(l) en posant u = T On a donc : 


dør(0)  dyr(0) 


0 
de dr pew m { plu À = A = MA 
dmll) der) D p(—A%e-Pl — Aseh ALe P] = -pA ee 
dx dg me 


= p(A2 — A — A1) = —-pA1 
p(—A} — Aze?Pl + A!) = -pAb 


En remplaçant A; et A4 par leurs expressions issues des conditions de conti- 
nuité, on obtient : 


—2pA; = —u(A2 + A) 
—2pAge?Pl = —u( Aze?! + A!) 


La première de ces deux équations donne : 
2 2 
ŽP A, = As +A} & A = (2- ) ; 
mn H 


et, en remplaçant A2 par cette expression dans la deuxième équation, on 


obtient : 

DORE 

u 
2 (2 }en- (2-1) 2 j 
H \H H 
2 g 
> (2- ) 2Pl 18e 1 (: 22) 
H H 

soit 


2 
Les courbes représentatives de + (ı — 22) sont représentées en traits pleins 


sur la figure 1.4, tandis que la courbe représentative de e7”! y est représen- 
tée en traits tiretés. On constate graphiquement que l’équation précédente 
possède une ou deux solutions selon la valeur de l, la solution p = 0 étant 
exclue du fait qu’elle correspond à une particule d'énergie nulle et a fortiori 
au repos. 
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=} 


=} 


F1G. 1.4 — Mise en évidence du nombre de solutions (c’est-à-dire du nombre de 
points d’intersection entre les courbes en traits pleins et en traits tiretés) de l’équation 


e” = + ( — 2e) en fonction de la valeur de l : l > z à gauche et 0 < l < Z à droite. 


(i) État fondamental. Montrer que cet état est pair (invariant par symétrie 


f l . f f 
par rapport au point x = >), et que son énergie Eg est inférieure à 
l'énergie — Ezr introduite dans le problème 3. Interpréter physiquement 
ce résultat. Représenter graphiquement la fonction d’onde correspon- 
dante. 
L’état fondamental correspond à l’état d'énergie la plus basse, c’est-à- 


| —2mE 
dire à la valeur de p = = la plus grande, qui est l'unique solution 


de l'équation : 
e” = (ı — 2) 
u 


d’après la figure 1.4, où elle est représentée par un point. On a dans ce 
cas, d’après les résultats de la question a : 


2p L 
eee 


{ A1 = À + À! = (1+ eA, 


On a donc 
A, = Aze?! + A! = (1 + e!) A, 


En notant A% = A, on a donc : 


z <0 gr(x) = (1 + e7”) Ae’? = Aee) + Aer? 
0<æ<i pulz) = AeP(=—!) + Ae’? 
z>l prle) = (1 + e”) Ae’? = Aeplz-t) + Ae’? 


et la constante A peut être calculée en tenant compte du fait que la fonc- 
tion propre y(x) est normalisée. Le symétrique du point x par rapport 
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se À ; 
au point 5 est le point l — x, et l’on a 


œur(i — x) =A + Aer D (x) = p(x) si æ<0 
p(i-x) = 4 @n(i-x) = Ae” + AE D = on(x) = px) si 0<r<l 
yill =x) = Ae P® + Ae PE D = mx) = px) si s> 


L'état fondamental est donc bien pair. L'énergie —Ez introduite dans le 
problème 3 vérifie 


na R202 
o mè RE, ma LH 
2h? 2m h2 2 


Cette valeur de p correspond au point d’intersection commun des deux 


2 
droites ď’équations + | 1 — 2e) avec l’axe des abscisses. Or on peut voir 


graphiquement sur la figure 1.4 que l’état fondamental correspond à une 
valeur de p telle que p > pz. On a donc : 


2 a 

pner > pe e| Es < -Er] 
2m 2m 
et l'énergie Es de l’état fondamental est bien inférieure à l'énergie -Ez 
introduite dans le problème 3, ce qui signifie que la particule est plus 
fortement liée dans un puits composé de deux fonctions delta que dans 
une barrière de potentiel en fonction delta. La fonction d’onde cor- 
respondante est représentée sur la figure 1.5, et sa densité de probabilité 
sur la figure 1.6. 


p(x) 


0 f 


FIG. 1.5 — Représentation graphique de la fonction d’onde de l’état fondamental. Il s’agit 
d’un état symétrique. Le fait que la densité de probabilité soit non nulle entre les deux 
puits conduit à un couplage entre ces derniers. 


(ii) Etat excité. Montrer que, lorsque l est supérieure à une valeur que l’on 


précisera, il existe un état excité impair, d'énergie E4 supérieure à — E; ; 
représenter la fonction d'onde correspondante. 


Nous avons montré précédemment que les énergies possibles sont don- 


nées par la relation 
e” = (1-2) 
u 
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lp(x) 


0 l 


FIG. 1.6 — Représentation graphique de la densité de probabilité de l’état fondamental. 


La pente à l’origine de l’exponentielle p + e7”! vaut —l tandis 


2 2 
que la pente de la droite d’équation p => + (i — 2e) vaut ——. Si 
H H 


2 
—l > —— & | < — (partie droite de la figure 1.4), la relation précédente 


ne possède qu’une solution non nulle et il n’existe pas d’état excité. Pour 


2 2 
qu'il existe un état excité, il faut nécessairement que —l < —— |l > — 
u 


u 
(partie gauche de la figure 1.4). Cet état excité correspond à l’unique 
solution non nulle de l'équation : 


HAT 


H 


d’après la figure 1.4, où elle est représentée par un point. On a dans ce 
cas, d’après les résultats de la question a : 


On a donc 


À = Ás + A, = (1 = e™Ph AL 
A= Aze?! + A = (1 — e”) A} 


En notant 4° = A, on a donc : 


<0  pri(x)=(1-e !)Aerr = Ae”? — AePl(e-) 
O<x<l gnr) = Ae Pr — Ae?) 
z>l ge) = (1 — e”) Ae Pt = Ae™™ — Aeee- 


et la constante A peut être calculée en tenant compte du fait que la fonc- 
tion propre y(x) est normalisée. Le symétrique du point x par rapport 


au point 5 est le point l — x, et l’on a 


yn — x) = Ae- - Aere = yrz) = — (x) si O<æ<lI 
gift x) = Ae- PE — Aer = éin(r) = px) si æ>1 


pnl — x) = Aee -0  AePz = prle) = —w(x) Hi g< 
(l-r) = 
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L'état excité est donc bien impair. L'énergie —Ez introduite dans le 
problème 3 vérifie 


ma? Wp ma u 
2h 2m h 2 


Cette valeur de p correspond au point d’intersection commun des deux 


2 
droites d'équations + | 1 — #) avec l’axe des abscisses. Or on peut voir 


graphiquement sur la figure 1.4 que l’état excité correspond à une valeur 
de p telle que p < pz. On a donc : 

h2 2 h2 2 

pemer ihe- E < Z2 e[n > Fr] 

2m 2m 
et lénergie E4 de l’état excité est bien supérieure à l'énergie -Eg 
introduite dans le problème 3. La fonction d’onde correspondante est 
représentée sur la figure 1.7, et sa densité de probabilité sur la figure 1.8. 


p(x) 


4 


FIG. 1.7 — Représentation graphique de la fonction d’onde de l’état excité. D’état excité 


l 
est un état antisymétrique. La densité de probabilité s’annule en z La particule ne peut 


pas passer d’un puits à l’autre. 


(x)? 


0 Í 


FIG. 1.8 — Représentation graphique de la densité de probabilité de l’état excité. On peut 
remarquer que la probabilité de trouver la particule au milieu des deux puits de potentiel 
dans son état excité est nulle (|y(1/2)[? = 0). 
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(iii) Expliquer comment les calculs qui précèdent permettent de bâtir un 
modèle représentant une molécule diatomique ionisée (par exemple H$) 
dont les noyaux sont séparés par la distance l. Comment varient, en 
fonction de l, les énergies des deux niveaux ? Que se passe-t-il à la limite 
où l — 0 et l — œ ? Si l’on tient compte de la répulsion des deux noyaux, 
quelle est l’énergie totale du système ? Montrer que la courbe donnant 
les variations en fonction de l des énergies ainsi obtenues permet de 
prévoir dans certains cas l'existence d'états liés de H7, et de déterminer 
la valeur de l à l'équilibre (on obtient ainsi un modèle très élémentaire 
de liaison chimique). 

Considérons une molécule diatomique ionisée telle que Hf dont les 
noyaux sont séparés d’une distance l. Chaque atome d’hydrogène 
apporte un électron à la molécule, et la molécule ionisée ne possède 
donc qu’un électron. En définissant laxe Ox comme l’axe de symétrie 
de la molécule, l’électron est soumis à un potentiel qui est quasiment 
nul loin des deux noyaux, mais très intense et attractif au voisinage des 
deux noyaux, c’est-à-dire en x = 0 et x = l. Les calculs précédents nous 
permettent donc de construire un modèle pour représenter une molécule 
diatomique ionisée de ce type, le potentiel attractif créé par les deux 
noyaux étant modélisé ici par les deux fonctions delta. Pour de faibles 
valeurs de l, c’est-à-dire lorsque les deux noyaux sont très proches l’un de 
l’autre, seul existe l’état fondamental. L'énergie Es < —Ezr de cet état 
fondamental va augmenter lorsque l augmente (du fait que p diminue 
lorsque l augmente, comme illustré sur la figure 1.4) pour tendre vers 
— Ex lorsque l devient très grand, c’est-à-dire lorsque les deux noyaux 
sont très éloignés l’un de l’autre. L'état excité va, lui, apparaître lorsque 


2 
l > — et son énergie E4 > — Ez va, elle, diminuer lorsque l augmente (du 
ü 


fait que p augmente lorsque l augmente) pour tendre vers — Ezr lorsque 
l devient très grand. Lorsque l — 0, seul existe l’état fondamental et la 
seule énergie possible est donnée par la relation 


2 2 
e=- ( -#2) 14e 
m m 


ce qui correspond à une énergie Es pour l’état fondamental égale à 


2 (H 

hig? 22 4h (£) 
pe Pe Pe LEE 

2m 2m 2m 


2 2 
riae -2) e1- -06p=8 


et l’on retrouve donc bien le fait que les énergies Es de l’état fondamental 
et Ea de l’état excité tendent toutes les deux vers — Ezr, lorsque les deux 
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noyaux s’éloignent l’un de l’autre. Si l’on tient maintenant compte de la 
répulsion des deux noyaux, l’énergie totale du système devient égale à 


1 (Ze)? E 1 e? 


= Le + 


E E H Li ATEQ l 
dans le cas de la molécule He , où Ee représente l'énergie de l’électron et 
où le second terme représente l'énergie répulsive entre les deux noyaux : 
e l’électron peut se trouver dans son état fondamental, auquel cas 
l'énergie totale vaut 
HE ME 
Eo(l) = Es + ni 
où Es est une fonction croissante de l. L'énergie de répulsion entre 
les deux noyaux est une fonction rapidement décroissante de l, 
et l’on peut donc s'attendre à ce que les variations de Eg et de 
l’énergie de répulsion ressemblent à celles représentées respective- 
ment en traits tiretés et pointillés sur la figure 1.9, de sorte que 
l’énergie totale Æo représentée en traits pleins présente un mini- 
mum correspondant à un équilibre : la molécule H7 est donc stable 
dans son état fondamental. La valeur de l associée (l = leq) cor- 
respond à la longueur de la liaison chimique de la molécule H$ à 
l'équilibre. Le fait que l'énergie (Emin) de l’état fondamental de Hf 
à l'équilibre soit plus faible que l'énergie (—Ez) de H + H” pris 
séparément, c’est-à-dire des produits de dissociation, conduit à la 
stabilité de la molécule et au renforcement de la liaison chimique 
entre les deux noyaux. Cette différence d'énergie correspond en fait 
à l’énergie stockée dans la liaison chimique ; il s’agit de l'énergie 
nécessaire pour dissocier la molécule, ou de l’énergie libérée lorsque 
la molécule se forme, et l’on peut donc définir l'énergie de dissocia- 
tion comme suit : Edisso = —Er — Emin. 


e sil > —, l’électron peut également se trouver dans son état excité, 
auquel cas l'énergie totale vaut 


8 L e 
E (l) = E4 + — — 
10) 5 4TEo l 
E4 est une fonction décroissante de l, de même que l’énergie de 
répulsion, ce qui implique que l'énergie totale E1 est également une 
fonction décroissante de l. Il n’existe alors pas d’état d'équilibre, et 
la molécule est instable dans son état excité. 
Il existe donc des états liés de H si la distance entre les deux noyaux 
dépasse la valeur de ! pour laquelle les courbes représentatives de Eo et 
E, coupent l’axe des abscisses. En résumé, en définissant lọ et lı telles 
que Eo(lo) = E1 (l) = 0 : 
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—4Er p 


FIG. 


E min 


1.9 — Variations de l’énergie totale en fonction de l pour un électron dans son état 


fondamental. La distance leq à l'équilibre représente la longueur de la liaison chimique 
entre les deux noyaux d'hydrogène de la molécule HŸ au repos. H + H* représente les 
produits de dissociation, obtenus lorsque l — co. 


b. 


e il n’y a aucun état lié si { < Lo, 

e il ny a qu'un seul état lié (correspondant à l’état fondamental) si 
Wiad 

e et il y a deux états liés (correspondant à l’état fondamental et à 
l’état excité) si l > lı. 


Il n’est fait état que d’un seul état lié (l’état fondamental) dans la littéra- 
ture, aussi bien dans des travaux expérimentaux que théoriques, pour 
lequel la distance entre les deux noyaux est voisine de 1,052 À. Tous 
les états excités identifiés sont répulsifs et conduisent à la dissociation 
de la molécule. H7 tombe donc dans la deuxième catégorie du modèle 
(lo <<). 


Calculer les coefficients de réflexion et de transmission de l’ensemble des 
deux barrières en fonction delta. Étudier leurs variations en fonction de l; 
les résonances ainsi obtenues se produisent-elles lorsque l est un multiple de 
la longueur d'onde de L. de Broglie de la particule ? Pourquoi ? 


Supposons maintenant que E > 0. On a V(x) = 0 loin des deux fonctions 
delta, et l'équation aux valeurs propres de H s'écrit 


d’o(x) 2mE 
dr? fe 


gaaj = 0s LEO) ikola) af 
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2mE 
en posant k = T. Les fonctions propres ont donc la forme 
æ< wi(x) = Age + die 
egal gmr = Ag + Aer 
>l plz) = Aer aF Ale tte 


Supposons que la particule se propage de la gauche vers la droite : on a alors 
3 = 0, et l’on a donc 


x <0 pr(x) = Aeï*® + Aer 
Déæ<l nie) = Aap + ALe tke 
vl prls) = Azet? 


La fonction propre y(x) est continue en z = 0 et en x = l, donc 


p(0) = pu(0) „f A+A = A+A, — „fJ A+A = A+A 
gull) = gr(l) Aae" + Abe ™ = Aer As Je T = A3 


De plus, d’après ce que nous avons vu dans l'exercice 2, 


présente des 


d(x) 
. . . da 
discontinuités en x = 0 et x = l dont les valeurs sont respectivement —uw(0) 


2 
et —uy(l) en posant u = a On a donc : 


dyrn(0)  dér(0) _ 


0 | 
dx dx peto) ” Po A, — Aı + A) = —u(A1 + A!) 


deml) _ den i) ik(Aseïkl — Azeikl + Abe™ik) = —pAseitl 
dx dr ii 


a J ik- A3- Ai +A) = -n(A1 + Ai) 
ik(A3 — A2 + A = — HA3 


On a donc les quatre équations suivantes : 


(ik + u) A{ + ikAo — ikA, = (ik — u)Aı 
—ikAo + ike™”™! A} + (ik + u)A3 = 0 


En considérant 4, A2, 4, et A3 comme seules inconnues afin de les exprimer 
en fonction de A1, le déterminant associé est 


1 —1 —1 0 

—2ikl 
pa 0 1 e 1 
ik+u ik —ik 0 
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On a donc, en réalisant des opérations sur les lignes : 


i =i =] 0 E 
0 1 e—2ikl zj l “ho =i 
w o= 0 2ik+u re 0 | 7 g : Ps ; , 

O —ik ike”! ik+p + e er 
1 e—2ikl 1 i | 

2 0 u—(2ik+pe #4 2k+u |= H= (2ik F ple uM Hk+y 
0 2ike 7?! ji Hiker # 

= u [e — (2ik + pe 71] — (2ik + u)2ike 4! 

> y= (ug a ik! 


et l’on peut ensuite calculer A} et A3 en fonction de A4, puisque ce sont les 
seules variables nécessaires pour calculer les coefficients de transmission et de 


réflexion : 
=A =j si o si = =i o 
ài E 1 0 3 e` ?ikl 1 M A 0 i e` 2ikl i 
1 © p| (ik-—u)A: ik —ik 0 D | ik-u ik —ik 0 
0 ik ake 2Kl ak o —ik ike Al ik+p 
=} =l =} 9 —2ikl 
A1 0 1 Een —1 Ai f j 
z S4 | se | à u— 2ik o 
D| 0 æ pk u Fe e e. gay 
O =b ike hpp 
P e—2ikl Si F ee 
A = 2ik — ni 
= SR 0 u — 2ik — je 2tkt H = s2 H a nr a | 
Dg dike—2ikl a áj di 
(2ik — pu + Gik+une M, 
u2 — (u + 2ik)2e—2ikl 2 
1 si =i sa l =i gi =j 
wa | 0 1 em aiki 0 _ Ai 0 1 e—2ikl o 
3 D | ik+p ik —ik (ik-p)A | D ik+ u ik —ik ik — u 
o —ik ike™?i o o —ik ike™?ikl 0 
0 —1 =ù =i j i à 
A -2ikl A | © p - 
= A s 2 no i =p à e~ 2ikl 0 
D 2ik ik —ik ik— p ik ike—2ikl o 
O —ik ike ?ikl 0 
A —2ikl | sia Aa 4k2 —2ikl 
a RS), ES Je aa 
D —ik ike D p? — (u + 2ik)2e—2ikl 
On a donc : 
2 ; _oikl 12 : ; | =i 12 
p = [AL |Gik- nat (Qik + p)pe PT _ | (2ik — p)pet™! + (ik + p)pe- 
À p2 — (u + 2ik)2e- ZA pret — (p + 2ik)2e- Al 
(2ik — p)u(cos kl + à sin kl) + (2ik + u)u(cos kl — isin kl) |? 
p? (cos kl + isin kl) — (u + 2ik)? (cos kl — isin kl) 
4iku cos kl — 2i? sin kl £ 
(4k2 — 4ikp) cos kl + (—4ku + i(2u? — 4k2)) sin kl 
soit 


(4ku cos kl — 2p? sin kl)? 


(4k? cos kl — 4kusin kl)? + (—4ku cos kl + (2u? — 4k?) sin kl)? 
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et 
de Fr 2 e 4k2e—2ikl 2 B 4k2 2 
A|  u2=(p+2ik)e 2) | pel — (u + 2ik}2e- 
4k? 
ES cos kl + (—4ku + i(2u? — 4k2)) sin kl 
soit 


16k4 
T = 


(4k? cos kl — Aky sin ki)? + (—4ky cos kl + (2u? — 4k?) sin kl)? 


Les variations de R et T en fonction de l sont illustrées sur la figure 1.10 pour 


k= li. 
1 À 
T 
Aoa 
k2+u2 2 
R 
-kl 


0 2m AT 


F1G. 1.10 — Variations de R et T en fonction de l pour k = y. 


La longueur d’onde de de Broglie de la particule peut être calculée en 
27 


k 


2 
I=n\=nT avec n € N, on a 


utilisant la relation À = —, qui est également la période de R et T. Lorsque 


16k* 1644 k? 


T = r E T lÁ 
(4k?)? + (—4ku)?  16kft+16k?u?  k?+p? 


<1 
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et il ny a donc pas de résonance lorsque l est un multiple de la longueur 
d’onde de de Broglie de la particule. Des résonances se produisent lorsque 
T =1 & R= Q, si et seulement si 


2k 
4kucos kl — 2p? sin kl = 0 & tan kl = — 
l 


On aura donc une résonance si 


2k 1 2k T I 2k À 
kl = arctan — + nr & l = — arctan — + n— = — arctan — + n— 
u k H k k Li 2 


2h _,f2mE R _ [2ER _ [E 
U R2 2ma V ma VE; 


La résonance peut également être interprétée en termes d’interférences cons- 
tructives et destructives, en vertu de la dualité onde-corpuscule. Au cours 
d’un aller-retour, c’est-à-dire pour un chemin de longueur 2l, londe peut 
interférer constructivement avec elle-même, d’où cette résonance périodique. 
La distance entre les deux barrières doit atteindre une valeur minimale, fonc- 
tion de l'énergie de la particule, pour qu’une première résonance apparaisse, 
et les résonances suivantes se produisent avec une périodicité d’une demi- 
longueur d’onde de la particule, comme pour une barrière de potentiel clas- 
sique comme nous l’avons vu au § 2-b-a du Complément Hr. Cette différence 
de comportement « à l’origine » est due au fait que les barrières sont ici de 
hauteur infinie, et donc à la discontinuité de la dérivée de la fonction d’onde 
au voisinage des barrières. 


avec 


1.6 État lié dans un potentiel carré 


Enoncé. 


On considère un puits carré de potentiel, de largeur a, et de profondeur W 
(dans cet exercice, on utilise systématiquement les notations du § 2-c-a du 
Complément Hı). On se propose d’étudier les propriétés de l’état lié d’une 
particule dans ce puits quand sa largeur a tend vers zéro. 

a. Montrer qu’il n'existe RENE qu'un seul état lié dont on calculera 
mVýa 


2h? 
comme le carré de l'aire aVọ du puits). 


l'énergie E (on trouve E ~ — , c’est-à-dire une énergie qui varie 


B 
b. Montrer que p — 0 et que Az = A} = z ; en déduire que, dans l’état 
lié, la probabilité de présence de la particule à l'extérieur du puits tend 
vers 1. 
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c. Comment appliquer les considérations précédentes à une particule 


soumise, comme dans l’exercice 2, au potentiel V(x) = —aô(x) ? 


Commentaires. 


Il s’agit d’un exercice très standard. L'énergie E est supposée telle que 
—V, < E < 0 pour produire un état lié. 

Le problème doit être posé proprement, en insistant sur la distinction entre 
les 3 régions de l’espace et en adaptant la forme de la fonction d’onde spa- 
tiale à chaque région via l’introduction de diverses constantes. Les conditions 
aux limites ou de continuité garantissent que, dans le cas d’une discontinuité 
finie du potentiel comme c’est le cas ici, la fonction d’onde spatiale et sa 
dérivée première demeurent continues au voisinage de la discontinuité, ce 
qui impose des contraintes aux diverses constantes. Ces conditions de conti- 
nuité imposent également à l’énergie de respecter certaines contraintes pour 
qu’une fonction d’onde non triviale puisse être déterminée. 

Nous avons une fois de plus affaire à une idée fondamentale en mécanique 


` 


quantique, à savoir que le fait de tenir compte des conditions aux limites 
impose la quantification de l'énergie de la particule. D’étude précise de cette 
quantification (des modes propres) est menée ici graphiquement. 

En plus des contraintes imposées par les conditions aux limites, la dernière 
contrainte est fixée par la condition de normalisation de la fonction d’onde 
totale. 


On considère un puits carré de potentiel, de largeur a, et de profondeur Vo (dans 
cet exercice, on utilise systématiquement les notations du § 2-c-æa du Complément 
Hı, qui sont rappelées sur la figure 1.11). On se propose dď’étudier les propriétés de 
létat lié d’une particule dans ce puits quand sa largeur a tend vers zéro. 


a. 


Montrer qu’il n'existe effectivement qu’un seul état lié dont on calculera 
re 
mV? a? 
2h? 
le carré de l'aire aV5 du puits). 


l'énergie E (on trouve E = — , c’est-à-dire une énergie qui varie comme 


Le potentiel prend ici la forme : 


| a 
0 npag 

Viri=s =V i -S<T<; 
a 
0 i — 
FES 


et l’on cherche les états liés, dont l'énergie vérifie —-W < E < 0. L’équation 
aux valeurs propres de H s’écrit donc 


R d'y(x) de(s) _—-2mE d’o(x) 2 
-2 TE) Bof) = 0 e TER RE a) = 0e EE L pola) = 0 
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FIG. 1.11 — Notations du § 2-c-a du Complément Hı. 


—2mE 
avec p = T dans les régions I (x < -5) et III (x > 5), et 
h? d’y(x) i dp(z) , 2m(E + Vo) dela) 
an dy (E+Vo)p(x) = 0 de | -a e S0 de k?6(x) = 0 
2m(E 
avec k = AN F dans la région IT -3 <% <x 5). Les fonctions 


propres ont donc la forme suivante dans les trois régions : 


Gr) = Bi” + Bie ?® 
ulz) = ApetĂ® + Aie ik 
guls) = Bze”®? + BieP* 


p(x) doit être bornée lorsque x — +00, donc Bi = B3 = 0, et l’on a 


ple = Bie”? | 
ylz) = AJekr + Ape te 
pm(x) = Be °° 


: , a: _ a l 
D’une part, y(x) est continue en x = E et en z = +3 donc : 


a (-3) = 2u (5) 


{ Be Pr? = Ae Ts + Aeta 
a a 
pn “a =p (+) 


Azet? + Abe? = Ble’? 
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EN: 
Ka 


$ a a s 
D’autre part, est continue en z = -3 et en z = +3 du fait que le 


g 

puits est de profondeur Vo finie, donc : 

der (-5) = den 2 
dx 2/ dz 2 


pBie P5 = ikAse #5 — ik ALe”? 
dyrn / a\ _ dymy/ a 
dæ (+) ~ dx (3) 


ikAzet? — ikAîe 5 = —pBie P3 


L Bie’? = Ase 7 = AT 


On a donc : 
A = : (1 + £) eCk—0)5 B] = PEIE ns B, 
et 
_ : (1 J £) eGk-P)$ pl = PER RE D 


Par conséquent : 


1 ik — ? 
warr ikap = ? Pe-ikap, 
ik — p p+ik 
et l’on a donc 
ik, ik= p —ik\? m 
As l eka = 1 P o—ika = P ? = e2ika 
ik—p p+ik p+ik 


On retrouve l’expression (42) du Complément Hı, dont les solutions sont 
représentées graphiquement sur la figure 5 du Complément Hy et rappelées 


T 
sur la figure 1.12. On a de plus ici a — 0 et donc — — +, ce qui implique 
a 


2mV. T 
ko = 2 < — : il existe donc un seul état lié de la particule, qui est pair 
a 


k 
D tan (5) 


d’après la relation (44) du Complément Hr. On a donc : 


2 k ) l il ke 


P “1 Du 

ei = à 

Ti R (£ i (=) a—0 k2a2\? a—0 4 
cos? | — I= 
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— ik)? 


= e#*4, donnant les énergies 


FIG. 1.12 — Résolution graphique de l’équation (£ Fik 
p+i 

des états liés d’une particule dans un puits carré de potentiel. Dans le cas représenté sur 

la figure, il existe cinq états liés, trois pairs (associés aux points P de la figure), et deux 


impairs (points T). 


et ainsi 
—2mE 
p? a? h2 a? E ma? 
— w — b = a U A w — — E NETET ~w -T 
kt a—0 4 4m (E + Vo) a—0 4 (E + vo) a—0 2 
ht 


2 


D on obtient l’équation 


En posant a = — 


QE? + (2aVo — 1)E + aVS = 0 


On a 2aV & 1 du fait que a — 0 = a — 0. L'équation précédente devient 
donc : 
aE’ -E+aVé =0 


Elle est de degré 2 en E et a pour discriminant 
A=1-—40V > 0 


du fait que a — 0. Les énergies possibles sont donc 


E= LE y1- 4a? V? 7 LE (1 — 2a? V2) 


2a 2a 


Comme on s'intéresse aux états liés tels que Æ < 0, il n’existe qu’un seul état 
lié d'énergie 


B ; . 
b. Montrer que p — 0 et que A2 = Ah ~ = ; en déduire que, dans l’état lié, la 


probabilité de présence de la particule à l'extérieur du puits tend vers 1. 
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mVé a? 
Comme E = — 2} d’après les résultats de la question a, on a 
—2mE  mVoa 
PVR SR 


et l’on a donc p — 0 lorsque a — 0. On a alors : 


Bi 


2ik 2 


= ik — p -(ik+0)$ B, ~ 


et la probabilité pour que la particule se trouve à l’intérieur du puits vaut 


5 5 BP F5,» 
J lo(x) dz = J lpn(z)| dz ~ 7 (er + aidr 
=n =? 


a 


$ RE f? 
s f cos? kg dx = EL | (1 + cos 2kx)dz 
= a 


2 


K 


|B1|? sin 2kx] ? |B1|? sin ka 7 
— = F9 B 

M a sr de seal 

2 


qui tend vers 0 lorsque a — 0. Dans l’état lié, la probabilité de présence de 
la particule à l'extérieur du puits tend donc vers 1. 


c. Comment appliquer les considérations précédentes à une particule soumise, 
comme dans l'exercice 2, au potentiel V (x) = —aôû(x) ? 

Dans l'exercice 2, le potentiel en fonction delta (d’aire a) est équivalent à un 

puits carré de largeur a et de profondeur Vo (et donc d’aire a = aV5) lorsque 

a — 0. Il suffit donc de remplacer aVọ par a dans les résultats précédents. 

D’après les résultats de la question a, on a donc un seul état lié d'énergie 

2 

ma 

E~ -— F2 

d’après les résultats de la question b, la probabilité de présence de la particule 
à l'extérieur du puits en fonction delta vaut 1, ce qui est logique. 


(qui est en fait l'expression exacte trouvée dans l’exercice 2) et, 


1.7 Potentiel de Lennard-Jones constant par 
morceaux 


Enoncé. 


On considère une particule soumise au potentiel 


V(x) = 0 si rza 
V(x)=-VW si 0<r<a, 


V(x) étant infini pour x négatif. Soit p(x) une fonction d'onde associée à un 
état stationnaire de la particule. Montrer que (x) peut être prolongée pour 
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donner une fonction d’onde impaire correspondant à un état stationnaire 
pour un puits carré de largeur 2a et de profondeur W (cf. Complément 
Hı, § 2-c-a). Discuter en fonction de a et W5 le nombre d'états liés de la 
particule ; existe-t-il toujours au moins un tel état, comme pour le puits 
carré symétrique ? 


Commentaires. 


Il s’agit d’un exercice standard sur la fonction d’onde associée à un état lié, 
tel que — Vo < E < 0, dans un potentiel fortement répulsif à courte distance 
mais attractif à longue distance (ce potentiel peut être considéré comme un 


potentiel de Lennard-Jones en première approximation). 


En mécanique classique, la particule est piégée dans le puits. Elle ne peut 
s’en échapper, et la probabilité de trouver la particule à l'extérieur du puits 


est nulle d’un point de vue classique. 


En mécanique quantique, la particule peut sortir du puits et explorer les 
régions « interdites » classiquement. L’exploration de la région dans laquelle 
le potentiel est infini est impossible (la distance d'exploration tend vers zéro 
lorsque le potentiel est infini), mais la particule a une probabilité non nulle 
de se trouver dans la région où le potentiel est nul, ce qui limite, comme 


nous le savons, le nombre d'états accessibles. 


Pour une discontinuité infinie du potentiel, seule la fonction d’onde spatiale 
est continue (mais pas sa dérivée). Pour une discontinuité finie du poten- 
tiel, la fonction d’onde et sa dérivée première sont continues au voisinage 
de la discontinuité du potentiel. Toutes ces conditions imposent des con- 
traintes aux diverses constantes qui apparaissent dans la fonction d’onde. 
Les conditions de continuité imposent également à l’énergie de respecter 
une contrainte pour que la fonction d’onde soit non triviale : on peut ainsi 


montrer que l’énergie est quantifiée, comme dans l’exercice précédent. 


On considère une particule soumise au potentiel 


V(x) = 0 si rtza 
Vix)=-VW si 0<r<a, 
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V(x) étant infini pour x négatif. Soit y(x) une fonction d’onde associée à un état 
stationnaire de la particule. Montrer que y(x) peut être prolongée pour donner 
une fonction d’onde impaire correspondant à un état stationnaire pour un puits 
carré de largeur 2a et de profondeur W (cf. Complément Hi, 8 2-c-a). Discuter en 


fonction de a et Vo le nombre d'états liés de la particule ; existe-t-il toujours au 


moins un tel état, comme pour le puits carré symétrique ? 


Le potentiel est donné par 
+œ six <0 
V(z)=4 =o si0<zær<a 
0 ST. à 
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et est représenté sur la figure 1.13. 
V(x) 


+00 


-Vo 


FIG. 1.13 — Représentation graphique du potentiel considéré. 


La particule ne peut pas exister dans la région I (x < 0), et l'équation aux valeurs 
propres de H s’écrit 


K d'y a” 2m(E + V d’p(x 
= ia z) _(E+Vo)e (x )=0% + m( 2 0) ( )=0& LE 2x) = 
2m(E + V 
avec k = murte dans la région II (0 < x < a) et 
h? dele) d’p(x)  -2mE d'p(x) a 
Ton qu Ere) =0 S g - vx) =06 a — p'p(x) = 0 
—2mE 
avec p = F2 dans la région III (x > a) pour un état lié d'énergie E telle que 


—Vo < E < 0. Les fonctions propres d’un état lié ont donc l’expression suivante 
dans les trois régions : 


gilr) =0 
ylz) = AJe'r? + Abe 
mlr) = Bae” + Bie PF 


p(x) doit être bornée lorsque x — +00 donc B3 = 0, et l’on a 


gi(z) =0 
pulz) = ApetĂ® + Aïe ikz 
g(x) = Bje 


Corrigés des exercices du Chapitre I 47 


D'une part, p(x) est continue en z = 0 et en x = a, donc : 
[aient afaa, 

pula) = yula) Azeta + Aïe” ta = Ble-Pa 
x = a est finie, donc 


dyr(a) — dgrrr(a) 5 ikAze"*—ikAhe ire =- S Azet — ALe ira Z -2 pie re 
de dz ik 


D’autre part, est continue en æ = a du fait que la variation de V(x) en 


On a donc, en notant A2 = A et B = B: 
pı(z)=0 


pu(x) = Ae 
_ qgr(x) = Be” 


ik _ Ae Ft 


p(x) étant impaire, elle peut facilement être prolongée sur —a < x < 0, en posant 


pr(x) = —Be?* de sorte que y(x) soit impaire. On a alors : 
pr(x) = he" | sir < —a 
pulz) = Aet — Ae? Si -a<r<a 
prr(x) = BeA sitT>a 


et cette fonction d’onde impaire correspond bien à un état stationnaire pour un 
puits carré de largeur 2a et de profondeur W, comme nous l’avons vu dans le 
Complément Hy. On a donc : 


1 PN {or ik—p ori | 

A5 == (1 = L) (p+ik)a p! — e7 (P+ik)a p! 

” 2 ik/ ° 35 ik 3 
L=—|1 L) o(ik-p)a p! — (ik-p)a p! 
a a = Sete ren 


d’après les résultats de la question a de l’exercice 6, en remplaçant a par 2a. On a 
enfin 


A+ A =08 (ik pe 6e + (p+iklefrs = 0e PT = eika 


ptik 
et donc 
p—ik = (p+ ik)" 4 (1-— e™™t)p = ik(1 + e?™°) 
p : 1 e2ika „eika i eika 1 
k 1 zz e2ika eika z eika tan ka 
| 2MVo EL | 
Posons ko = F2 = y k? + p°. On a 
1 1 a k? k 
vaa p Pen Z aina = = 
eop d PT 7 “RUE ns Near à 
tpe 
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= e7Ka est donc équivalente au système de deux équations 


z A P 
tr t 

et l'équation Tr 

k 

sin ka| = — 

[sin ka| q 


0 
tan ka < 0 


Les niveaux d'énergie possibles sont donc déterminés par l'intersection d’une droite 


de pente T (représentée en traits pleins sur la figure 1.14) avec des arcs de sinu- 
0 


soïdes (représentés en traits tiretés sur la figure 1.14) : 


T 2mVe T mh 
e si ko < — &4/ E Vo < Vi = ——, il n'existe pas d’état lié de 
2a h?2 2a 8ma? 
la particule, contrairement au cas du puits carré symétrique, 


T 3T mhe 9r?h? 

e si — < ko < — & — < Vp < —, il existe un seul état lié de la 
2a a a 8ma? 

particule, 


e en généralisant, si 


T T (2n — 1)?r?ñ? (2n + 1)?r?#? 
2n—1)— <k 2 1)— s =— -1 
an ri BE pin Era 8ma? KES 8ma? 
il existe n € N* états liés de la particule, 


ce qui est logique puisque la fonction d’onde est impaire, ce qui implique que les 
états liés sont nécessairement eux aussi impairs. 


0 T 27 ko 
a a a 


FIG. 1.14 — Détermination graphique des états liés de la particule. Sur cet exemple, seuls 
deux états liés (représentés par des points) sont possibles étant donné la valeur de Vo, qui 
est directement liée à la valeur de ko. 
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1.8 Potentiel à deux dimensions 


Enoncé. 


On considère, dans un problème à deux dimensions, la réflexion oblique d’une 
particule sur une marche de potentiel définie par : 


V(x,y)=0 six <0 
V(x,y)=V six >0 


Étudier le mouvement du centre du paquet d'ondes. Dans le cas de la 
réflexion totale, interpréter physiquement les différences entre la trajectoire 
de ce centre et la trajectoire classique (décalage latéral à la réflexion). Mon- 
trer que, lorsque Vo — +09, la trajectoire quantique devient asymptote à la 
trajectoire classique. 


Commentaires. 


Cet exercice traite de la réflexion totale sur une interface, c’est-à-dire d’un 
potentielle. Comme l’énoncé mentionne une réflexion totale, l’énergie E de 
la particule est inférieure à W dans la région x > 0, c’est-à-dire dans la 
région qui est interdite par la mécanique classique. 

L’énoncé demande explicitement une comparaison avec la réflexion d’un fais- 
ceau de particules sur une interface. 

En gardant en tête la dualité onde-corpuscule du système, il nous faut égale- 
ment nous rappeler l’expérience dans laquelle une onde se réfléchit totale- 
ment sur une interface. En effet, même si l’onde est totalement réfléchie, il 
existe malgré tout une onde « évanescente » de l’autre côté de l'interface. 
En mécanique quantique, intuitivement, la particule explore la région « inter- 
dite » classiquement : la fonction d'onde dans la région interdite devrait 
prendre la forme d’une onde « évanescente ». 

Le problème, bien qu’à deux dimensions, vise à décrire des particules se 
déplaçant en ligne droite, et donc associées à une onde plane (ou à un 
paquet d'ondes planes) dont le vecteur d’onde est noté k = kres + key. 
Cette décomposition nous encourage à séparer la fonction d'onde spatiale 
(x, y) du problème sous la forme (x,y) = gi(x)p2(y). Le problème est 
schématisé sur la figure 1.15. 


On considère, dans un problème à deux dimensions, la réflexion oblique d’une 
particule sur une marche de potentiel définie par : 

V(x,y)=0 six <0 

V(a,y)=V six >0 
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LNKNNNRNNXNNNENXN EN K 
NNNNNNNNNNNNNNNNNNN 
NNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNX 

ey b S a S T S a a. D a D a a Di a i RER a S Da 
Wy ANANANANANANANNANNNNNAN 
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X ANANANANANAUNANNNNNANYN 
(22 NEA NO NES NON Si D i a i a Si D S D S, AURS 


N 
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FIG. 1.15 — Onde incidente sur une interface. 


Étudier le mouvement du centre du paquet d'ondes. Dans le cas de la réflexion 
totale, interpréter physiquement les différences entre la trajectoire de ce centre 
et la trajectoire classique (décalage latéral à la réflexion). Montrer que, lorsque 
V5 — +00, la trajectoire quantique devient asymptote à la trajectoire classique. 
L’expression du potentiel ne dépend ici que de x, mais il est utile, comme nous le 
verrons ci-dessous, de séparer les variables d'espace x et y pour le décomposer sous 
la forme 


V(x, y) = Vi(x) + V2(y) 


avec 


0 siæ<0 
(a) = { M roi et Vy ER, V2(y) = 0 


Cherchons alors des solutions sous la forme (x,y) = w1(x)pa(y). Ces fonctions 
sont solutions de l’équation aux valeurs propres : 


h? Po(x,y) R ®p(x,y) 


+ V(x,y)p(x, y) = E(x, y) 


2m ðr? 2m  Oy? 
2 2 x 2 
(Da) + pite) TEW) + (Vi f) + Vaud (nez) = Bei eeN) 


En divisant ensuite dans les deux membres par w1(x)w2(y), on obtient : 


h 1 dele) h 1 dely) 
= Oy o; 
2m pi(z) dz? 2m po(y) dy? +Vi(x) + V2(y) 


et les variables x et y peuvent alors être séparées afin d'obtenir deux équations aux 
valeurs propres : 
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avec E = FE, + E2. On se place ici dans le cas de la réflexion totale, c’est-à-dire dans 
le cas où l’énergie E1 de la particule vérifie 0 < E1 < VW. Les fonctions propres 
w1(x) sont solutions de l'équation aux valeurs propres 


R? dpi) , d’g1(x) ue deila) , ,2 
Sm o arpea A gız) = 0S = + kigi(x) = 0 
2mE i 
avec kı = 4/ i L dans la région I (x < 0) et de 
Š K £ : £ 2m | D — £1) d? T 
"a d a ) + (Vo — E1)p1(x) = 0 & a p D PRE), (x) té ne — gı (z) = 0 
2m(Vo — E1) 
avec pı = AL t dans la région II (x > 0). Les fonctions propres y1(x) 


h2 

ont donc l'expression suivante dans les deux régions : 
pire) = Aer Age 
ginl) = Bet + B'e Pis 


et l’on doit avoir B = 0 pour que (x) soit bornée lorsque x — +00, ce qui donne 


p11(x) = Aeïkit + A'e—ikix 
gaule) = B'e” 


De plus, les fonctions (x) sont continues en x = 0, de même que leur dérivée, et 
l’on a donc : 

; @1,1(0) = gi, (0) A+A'=B! 

AU enr © { ikı(4— A’) = -p1 B' 

. de dx 

On a ainsi 
ikı + p1 
ik1 — 


ik1 (A — A’) = -p (A + A) & (p1 + ik1)A = (—p1 + iki) A & A! = À 
et : 
2ik 


À 
ik1 — p 


— A+ A! — 


Comme V2 (y) = 0, dans le cas où Ez > 0, les fonctions propres w2(y) sont solutions 
de l'équation aux valeurs propres 


a d'eo(x) _ d? palz) Lia _d 20 2 
| 2mE2 
avec k2 = zE 2 et peuvent donc s'écrire : 


paly) = Cet"?Y + O'eT ay 
En supposant que la particule incidente provient de la région y < 0, on a C’ = 0 
et l’on peut choisir C = 1 de sorte que 


pap =p 
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Les fonctions propres (x, y) vérifient donc : 


wr(x, y) = Aeitkit+koy) 4 A'eilkiz+kay) 
EA y= B'e-Pit+ikay 


Interprétons ce résultat en termes d’ondes. 

Dans la région I, il existe une onde incidente et une onde réfléchie. Les constantes 
(les amplitudes complexes) de chaque onde sont respectivement A et À’, et la 
propagation de londe réfléchie selon laxe Oy est identique à celle de londe inci- 
dente, mais sa propagation selon l’axe Ox est inversée en raison de la réflexion sur 
l'interface décrite par la loi de Snell-Descartes. 

Dans la région II, il existe une onde dite « évanescente », dont la constante asso- 
ciée est B’, qui se propage selon l’axe Oy, comme les ondes de la région I, mais 
est exponentiellement amortie le long de l’axe Ox. Cela signifie que londe reste 
localisée au voisinage de l'interface et n’entre dans la région « interdite » II que 


l , 1 
sur une distance de l’ordre de —. Nous avons montré plus haut que 
P1 
A’ ki tps _ kı- ip 


A ikp pi ki +ipi 


Les coefficients A et A’ ont donc même module, et l’on peut écrire 


A 20(k1) Pı _ VAG 
— =e "W avec tan0(kı) = — = 
I~ avec tan 0(k1) ia 
en notant Ko = 4/ T I On peut remarquer ici que 7s = 1 et qu’il y a bien 


réflexion totale. En d’autres termes, la probabilité pour que la particule soit réfléchie 
vaut 1 ou 100 %. Cela signifie que i différence entre les résultats quantique (et donc 
l'influence de londe « évanescente ») et classique est faible. L’énoncé de l'exercice 
vise néanmoins à pousser l'analyse plus loin en étudiant la « trajectoire » du paquet 
d'ondes. 

Le paquet d’ondes aih à l'instant t = 0 et pour x négatif : 


=Ko fk2=+00 ns TOR S -i 
ven = pe] 7" fO ddes gn, ka) [eeta + ema ierta] 
J k1=0 ko 


du fait que 0 < E1 < Vo. Supposons que |g(k1,k2)| présente un pic prononcé de 
largeur Akı autour de la valeur kı = ko1 < Ko selon x et de largeur Ak2 autour de 
la valeur k2 = koz selon y. L'expression de la fonction d’onde y(x, y,t) à un instant 
t quelconque est alors 


i =Ko k2 +00 ; 
ylz, yt) = — + dkıdkə g(k1, kojen heu kat] 
JiS | ka=0 


=Ko k2=+00 
d dkıdkə g( kı, kaje t æ—k2y+w(k1,k2)t+20(k1)] 
E 0 T | | 


avec w(k1,k2) = mE! + k2). Le premier terme représente le paquet d’ondes 


incident, le second le paquet d'ondes réfléchi. En supposant la fonction g(k1, k2) 
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réelle, la condition de phase stationnaire permet de calculer la position (x;,y;) du 
centre du paquet d’ondes incident à l’aide de la relation (11) du Complément F1 : 


+ es fon ES _ "koz, 
k2=ko2 


— = et y= f > x 
Ok: ki=kor Ôko m 


De même, la position (£+, yr) du centre du paquet d’ondes réfléchi peut être calculée 
comme suit : 


[pen -a [a LE) 
Ok: k1=ko1 Ok: k1=ko1 m dk aia 


Il 


Yr 


[ölka ka) [6() fikoz 
ete) paje) 
k2=ko2 Ôk2 | k2=ko2 


ðkz 


Or en différenciant 


on obtient 


et l’on a donc au final 


o hk 2 ħikoz ,\ 
(Ept = = (- A a me) 


m VKI-H m 
Considérons tout d’abord ce qui se passe pour t négatif. Le centre (x;, yi) du paquet 
d'ondes incident se propage -y le sens des x et des y croissants aux vitesses 


ħkoı 
constantes : selon x et 


2 selon y. D'autre part, on voit que, pour t < 0, £r 


est positif et Eee situé en ER de la région x < 0 où l'expression de (x,y, t) 
est valable ; ceci signifie que, pour toutes les valeurs négatives de x, les diverses 
ondes du paquet d’ondes réfléchi interfèrent destructivement : pour t négatif, il n’y 
a pas de paquet d’ondes réfléchi, mais seulement un paquet d’ondes incident. 

Le centre du paquet d’ondes incident arrive sur la marche de potentiel à l'instant 
t = 0. Pendant un certain intervalle de temps autour de t = 0, le paquet d’ondes est 
localisé dans la région x + 0 où se trouve la barrière, et sa forme est relativement 
compliquée. Mais lorsque t est suffisamment grand, on voit que c’est maintenant 
le paquet d’ondes incident qui a disparu et l’on se trouve en présence du seul 
paquet d’ondes réfléchi. En effet, c’est maintenant x; qui est positif, alors que £y est 
devenu négatif : les ondes du paquet d’ondes incident interfèrent destructivement 
pour toutes les valeurs négatives de x alors que celles du paquet d’ondes réfléchi 
interfèrent constructivement pour x = x, < 0. Le paquet d’ondes réfléchi se propage 


ERT E NE Rko1  … ee 
dans le sens des x décroissants à la vitesse ———— opposée à celle du paquet d'ondes 
m 
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incident avant qu’il ne rencontre la barrière, et dans le sens des y croissants à la 


p ħko2 
vitesse 


identique à celle du paquet d’ondes incident avant qu’il ne rencontre 


m 
la barrière ; sa forme est inchangée (à une symétrie près). De plus, lexpression de 
x- indique que la réflexion a introduit un retard T donné par 


2m 


T = ————— 
fiko YKE — k? 


Contrairement à ce que prévoit la mécanique classique, la particule n’est pas 
réfléchie instantanément. Physiquement, ce retard est dû au fait que, pour t voisin 
de zéro, la probabilité de présence de la particule dans la région x > 0 « interdite » 
classiquement n’est pas nulle : on peut dire, en langage imagé, que la particule 
« perd » un temps de l’ordre de 7 dans cette région avant de rebrousser chemin. On 


peut également remarquer que la particule repasse dans la région z < 0 en t =7 : 


ħk 
elle « ressort » donc de la marche en y = 27 alors qu'elle y était « entrée » 


en y = 0, ce qui se traduit donc par un dëcslage latéral. T représente la durée 
caractéristique durant laquelle les paquets d’ondes incident, réfléchi et transmis 
interagissent et coexistent au voisinage de l'interface. Les ondes du paquet d’ondes 
transmis n’interfèrent constructivement que pendant la durée 7, durée pendant 
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F1G. 1.16 — Trajectoire du centre du paquet d’ondes incident, et trajectoires quantique 
et classique du centre du paquet d’ondes réfléchi. On peut remarquer que les trajectoires 
sont représentées en traits tiretés au voisinage de l'interface puisque la notion même de 
trajectoire n’y a plus trop de sens. Ceci est dû à la forme complexe du paquet d’ondes 
qui résulte des interactions entre les ondes incidentes, réfléchies et transmises dans cette 
région. 
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hk 
laquelle le paquet d’ondes transmis se déplace de v2T = Ep (v2 est ici la vitesse 
m 


ðw(kı, =) ) 
kə k2=ko2 | 


Lorsque W — +o, Fi K Vo & kı K Ko et le retard 7 tend donc vers 0 : la 
réflexion se produit alors de manière instantanée et sans décalage latéral. La trajec- 
toire quantique devient donc asymptote à la trajectoire classique lorsque Vo — +oo. 
La trajectoire du centre du paquet d’ondes incident et les trajectoires quantique et 
classique du paquet d’ondes réfléchi sont représentées sur la figure 1.16. 


de groupe, vitesse de l'enveloppe du paquet d’ondes | 


Chapitre 2 


Corrigés des exercices du Chapitre II 
(Complément Hr). Les outils 
mathématiques de la mécanique 
quantique 


Il apparaît, dès le premier chapitre, que la description des phénomènes quantiques 
nécessite des outils mathématiques qui ne sont pas forcément connus ou maîtrisés 
lorsqu'on étudie la mécanique quantique pour la première fois. Les exercices de ce 
chapitre représentent une excellente opportunité d'acquérir la dextérité mathéma- 
tique nécessaire pour aborder les problèmes physiques, ou tout simplement pour 
revoir les bases. 


Notations de Dirac. Commutateurs. Vecteurs et 
valeurs propres 


2.1 Une première approche 


Enoncé. 


On appelle |pn) les états propres d’un opérateur hermitique H (H est par 
exemple l’hamiltonien d’un système physique quelconque). On suppose que 
les états |w,) forment une base orthonormée discrète. L'opérateur U (m,n) 
est défini par : 

U(m,n) = |m) (nl 


a. Calculer l’adjoint Ut(m, n) de U(m, n). 


b. Calculer le commutateur [H,U(m,n)]. 
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c. Démontrer la relation : 
U(m, n)U* (p, q) = ÔngU (M, p) 


d. Calculer Tr{U(m,n)}, trace de l’opérateur U (m, n). 


e. Soit A un opérateur, d'éléments de matrice Amn = (Yml Al|Pn). 
Démontrer la relation : 


A=XŅ_ AmnU(m,n) 


m,n 


f. Montrer que Apa = Tr{ AU‘ (p, q)}. 


Commentaires. 


Le formalisme de la mécanique quantique est très puissant. Il est essentiel 
d’être capable de le manipuler avec dextérité. Il importe également de tenter 
de donner un sens physique aux divers objets étudiés. Il faut se poser la 
question, une fois le résultat obtenu : quel sens donner à ce résultat ? 


Corrigé. 


On appelle |pn) les états propres d’un opérateur hermitique H (H est par exemple 
l’hamiltonien d’un système physique quelconque). On suppose que les états |) 


forment une base orthonormée discrète. L'opérateur U (m,n) est défini par : 


U(m,n) =m) Pnl 


Avant de commencer l'exercice, visualisons l’action de opérateur U (m,n) sur un 
état |[d) quelconque de l’espace des états. Cette étape peut s'avérer utile lorsqu’on 
réfléchit à la physique d’un problème réel lorsque U représente un vrai opérateur 
quantique. |Y} peut se développer sur la base {/4,)} : 


jp) = X c lp) 
k 


où ck = (ypxlÿ) représente la composante de |) sur |yx). La base étant 
orthonormée, l’action de U(m,n) revient à projeter |y} sur |pn} (donnant ainsi 
(Pn) (PnlŸ) = cn |Pn)) puis à remplacer |pn) par |m) : 


U(m, n) |h) = cn |Pm) 
Distinguons deux cas : 


e sim = n, l’action de lopérateur revient donc à projeter |Y} sur [ÿm). U (m, m) 
est lopérateur projecteur sur |YPm)}. 
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e si m Æ n, l’action de l'opérateur revient à projeter |Y) sur |pn} puis à rem- 
placer |,) par |pPm) : le résultat est un couplage entre les deux vecteurs |w,) 
et [ÿm) de la base. En ce sens, U(m,n) est un opérateur de couplage entre 


ln) et |Pm)- 


a. Calculer l’adjoint U+ (m, n) de U(m,n). 
Ona: 
Ut (m,n) = (lm) (@nl)' 


que l’on peut écrire, en utilisant les propriétés élémentaires de l’adjoint : 
Ui (m,n) = |pn) (pml = U (n,m) 


b. Calculer le commutateur |H, U (m, n)]. 


Calculons 


[H,U(m,n)] HU(m,n) - U(m,n)H 
= H pm) (nl — l£m) (nl H 


Em |Pm) (nl — lPm) (@n| En 


On obtient ainsi : 


On peut distinguer deux cas : 


e sim =n, H et U(m, m) (qui est le projecteur sur |pm)) commutent, du 
fait que |Ym) est un état propre de H. Les matrices représentant H et 
U(m,m) sont toutes les deux diagonales dans la base {|n} }. 


e sim Æ n, H et U(m,n) ne commutent pas du fait que le mélange 
des états propres crée des termes non diagonaux. Les deux matrices ne 
peuvent pas être toutes deux diagonalisées dans la base {|pn)}. 


c. Démontrer la relation : 
U(m, n)U\(p. q) OnaU (M, p) 
On a, d’après les résultats de la question a : 


U(m,n)Ut (p,q) = U(m,n)U(q, p) = (|£m) (@nl)(1£a) (Ppl) 
[Pm) (PnlPa) (Ppl = ng (Pm) (Ppl = fngU (m, p) 


du fait que les états |) forment une base orthonormée de &. On a donc 
bien 


U(m, n)U\ (p, q) = OnqU (mp) 


60 
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Comme l’action de Ut (p, q) = U (q, p) sur n'importe quel ket |Y) renvoie un 
vecteur colinéaire à |p4), la relation ci-dessus montre que l’action de U (m, n) 
sur Ut(p,q) |Y) x |y4) n’a de sens que si q = n, auquel cas l’action de 
l'opérateur U (m, n)U* (p, q) revient à projeter W) sur |p) avant de remplacer 


|Pp)} par |Pm}- 


. Calculer Tr{U (m, n)}, trace de l'opérateur U (m, n). 


On a par définition : 


Tr{U(m,n)} = 3 (yil U (m,n) li) = D (pilom) (Pnlpi) 2 Oimôni = Ômn 


¿ 


et donc, au final : 


THU mni = an 


. Soit À un opérateur, d'éléments de matrice Amn = (Ym| A |Pn)}. Démontrer 


la relation : 
A=XŅ_ AmnU(m,n) 


m,n 


Soient |p) et |Y) deux kets quelconques de &. On a, en insérant la relation 
de fermeture deux fois dans (4| A |w) : 


(pl Aly) NO (ElEm) (Pml À ln) (enlU) 


m,n 


= X (Pl) Amn (pnl) = 5 (1 (Amn |Pm) (Pnl) V) 


mn m,n 


= Y (pl (AmnU (m, n)) lb) = (pl z DCE) hé) 


m,n 
Cette relation étant vraie quels que soient [w) , |Y) € £, on a bien : 


a= XO Amn U (m,n) 


m,n 


. Montrer que Apq = Tr{ AU‘ (p, q)}. 


On a, en utilisant les résultats des questions a, c, d et e : 


Tr£AUÏ(p,g)} = Tr z AmnU(m,n)U*(p, n) = D Amn Tr {U(m,n)U+ (p, a)} 


m,n m,n 


= 2 AmnônqTr {U (m, p)} = 5 Amnônqômp = Apq 


mn m,n 


et donc 
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Apq = Tr{AU‘ (p,a)} 
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La trace (déjà étudiée à la question d), combinée avec l'opérateur UÏ (p, q), 


permet de lire l’élément de matrice 4,4, de À. 


2.2 Diagonalisation, base orthonormée, relation 


de fermeture 


Enoncé. 


Dans un espace vectoriel à deux dimensions, on considère l’opérateur dont 
la matrice, dans une base orthonormée {|1) ,|2)}, s'écrit : 


0 —i 
WT: 0 


a. oy est-il hermitique ? Calculer ses valeurs propres et ses vecteurs pro- 
pres (on donnera leur développement normalisé sur la base {|1) ,|2}}). 


b. Calculer les matrices représentant les projecteurs sur ces vecteurs pro- 
pres. Vérifier alors que ceux-ci satisfont à des relations d’orthogonalité 
et de fermeture. 


c. Mêmes questions pour les matrices : 


n- (a $) 


et, dans un espace à trois dimensions 


H 0 V2 0 
Ly = CA —V2 0 v2 
k 0 -V2 0 


Commentaires. 


Cet exercice traite de la diagonalisation des matrices ; la logique est claire. 
On commence par vérifier que l'opérateur A est hermitique, c’est-à-dire 
diagonalisable. On calcule ensuite les valeurs propres À en utilisant le 
polynôme caractéristique det(A — AI) = 0. Pour chaque valeur propre, on 
calcule ensuite le vecteur propre associé. 

Une fois les vecteurs propres |p;) déterminés, on introduit les projecteurs 
associés P; = |pi) (yil. 

On vérifie enfin les relations d’orthogonalité en montrant que le produit 
de n'importe quel couple de projecteurs est nul. Les projecteurs satisfont 
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également à une relation de fermeture, ce que nous vérifions en montrant 
que la somme des projecteurs donne la matrice identité. 


Corrigé. 


Dans un espace vectoriel à deux dimensions, on considère l'opérateur dont la 
matrice, dans une base orthonormée {|1) ,/2)}, s’écrit : 


0 — 
VU 0 


En matière de physique, ay est ce qu’on appelle une matrice de Pauli. Elle est 
notamment utilisée lorsqu'on décrit l’interaction entre le spin d’une particule et un 
champ électromagnétique externe. Voir le Chapitre IV pour de plus amples détails, 
en particulier le § A-2 et le Complément Arv. 


a. gy est-il hermitique ? Calculer ses valeurs propres et ses vecteurs propres (on 
donnera leur développement normalisé sur la base {|1) ,/2)}). 


Ona: 
T= 0 i = 
BSI 0 =y 


et oy est donc hermitique. On a de plus : 


=% -1-04 


det(oy — A1) =| pie 


=À 


et oy possède deux valeurs propres non dégénérées : +1 et —1. 
On a d’une part, pour la première valeur propre À = +1 : 


—1 —i zx \_f 0 PA —xr—iy=0 aysi 
=l yJ O ix—y=0 on 


1 
et |g1) = AU) + i|2)) est vecteur propre de gy associé à la valeur propre 
+l; 
On a d’autre part, pour la seconde valeur propre À = —1 : 
l si tio ÿ a g=iy=0 E T 
i 1 y7 yg ix+y=0 I= 
1 ; br 
et |2) = 0) — i|2)) est vecteur propre de gy associé à la valeur propre 
—1. 
Gy possède donc pour vecteurs propres : 
1 
e |1) = — (|1) + i |2}), associé à la valeur propre +1, 
v2 
1 
e |2) = (|1) — i |2)), associé à la valeur propre —1. 


Sl 


2 
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b. Calculer les matrices représentant les projecteurs sur ces vecteurs propres. 


Vérifier alors que ceux-ci satisfont à des relations d’orthogonalité et de fer- 
meture. 


Notons P, le projecteur sur le vecteur propre |1) et P2 le projecteur sur le 
vecteur propre |2). On a par définition : 


Pi ln)al=3( 5 )(1 -=i T) 
ACIER gela 1) 


ifi = 1 i 
nR=3(; re 1)=0 
1/1 à 1 =i 
Crete 


et Pı et P> satisfont bien à une relation d’orthogonalité. D’autre part : 


ifi =} LT À 
ntR=3(; o E i )=1 


et Pı et Po satisfont également à une relation de fermeture. 


et donc : 


c. Mêmes questions pour les matrices : 


f 2 i 
"= ia : 


et, dans un espace à trois dimensions 


h 0 V2 0 
: 0 -v2 0 


Concernant la matrice M, on a : 


2 iv2 
T= = 
1 | aA 3 )=m 
et M est donc hermitique. On a : 
| 2-å w2 | os. 
det(M -An =| ET GS = 6 À)(3—À)—2 = X*—5À+4 = (1-1)(1—-4) 


et M possède deux valeurs propres non dégénérées : 1 et 4. 
On a d’une part, pour la première valeur propre À = 1 : 


Cr PC) Cette ri 


sf 
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2 2 
et |[w1) = 2 (w + m ») est vecteur propre de M associé à la valeur 


propre 1. 
On a d’autre part, pour la seconde valeur propre À = 4 : 


(a PG FRAR sva 
et W) = 7 


propre 4. 
M possède donc pour vecteurs propres : 


2 2 
e |p) = 2 (w + Re a), associé à la valeur propre 1, 


cbis 
ea = 


Notons P, le projecteur sur le vecteur propre |91) et P2 le projecteur sur le 
vecteur propre |w2). On à par définition : 


Bekta A )(1 -2)-3(,% 7%) 


(1) = iV212)) est vecteur propre de M associé à la valeur 


(11) — iv2 2)), associé à la valeur propre 4. 


Pa = les) (eal = 3 ( a) O V)=5( a a 


et donc : 


et Pı et P satisfont bien à une relation d’orthogonalité. D’autre part : 
1 2 —iv2 1 1  iv2 
P+R=i( 1 )+3( 2 Ja 


et Pı et Po satisfont également à une relation de fermeture. 


Concernant la matrice Ly, qui est une représentation de la composante selon 
y de l’opérateur moment cinétique (voir Chapitre VI), on a : 


=y ” 


0 0 0 
He- vA À aa a 
0 V2 ù i D: 32 
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et Ly est donc hermitique. On a : 


ñ 
“À = 0 
iv2 
ñ ñ ,. 2 h2 
lient s e A e ll IMA 
ki ) iv2 iv2 ( -) 3 
ñ 
0 = À 
iv2 


= -A (A? R) = -AAAA +A) 


et Ly possède trois valeurs propres non dégénérées : 0, —h et +A. 
On a d’une part, pour la première valeur propre À = 0 : 


r 0 V3 ù z 0 V2y = 0 oi 
EL a at a 


1 
et |g1) = F |1) + |3)) est vecteur propre de L, associé à la valeur propre 0. 


On a d’autre part, pour la deuxième valeur propre À = —Ì : 
2i V2 0 g 0 2ix + V2y = 0 _. 
2(- 2i ue pla { V2x + 2iy + V2z = 0 on 
th À =y # z 0 — VZy + 2iz = 0 aiii 
1 T 
et |[w2) = z (|1) — iv2 |2) — [3)) est vecteur propre de Ly associé à la valeur 
propre —h. 


On a enfin, pour la troisième valeur propre À = +h : 


( -2i a )(z)-(e) l V2x oi Jeso Eros 


4 D <y -H z 0 —V2y — 2iz = 0 EE 


1 

et |w3) = z9 + iV212) — |3)) est vecteur propre de Ly associé à la valeur 
propre +A. 
Ly possède donc pour vecteurs propres : 

e |p) = À ([1) +13)), associé à la valeur propre 0, 

e |p2) = ES — iv2 |2) — [3)), associé à la valeur propre —ħ, 

1 
e |3) — 3(1) +iV212) — |3)), associé à la valeur propre +. 


Notons P, le projecteur sur le vecteur propre |w1), Pz le projecteur sur le 
vecteur propre |92), et P3 le projecteur sur le vecteur propre |w3). On a par 
définition : 
1 1 1 tü 
=al o |(1 0 Iie 0 0 0 
1 101 
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1 1 i 1 wa =l 
tenta} 2) G iv2 isi ( 2 m) 


=1 =i —iV2 1 
, 1 i i 9% 
Ps=|ps)(psl=z | iv2 | (1 -iV2 -1)=ņ3| 23 2  -iv2 
=i 21 iv2 ï 
et donc : 
¿J101 1 iV2 =i 
mrez 0 0 0 —iv2 2 iV2 | =0 = PP 
1 0 1 =1 =A lï 
TEST i =a 1 
Fe 0 0 0 t 2 2 —i 2 =0s JP 
i01 =] w3 1 
r 1 iv2 —1 l = 1 
PPs = 75 —iv2 2 y2 KWI 2 =W |=0= BR 
=i a l -1 2 1 


et Pi, Po et P3 satisfont bien à des relations d’orthogonalité. 
D’autre part : 


¿Jidl í 1 iv2 -1 
Pi +P+P = i 0 0 0 t —i/2 2 iv2 
1 0 1 1 —ÿÿ% 1 
I siya 
kel Wa 2 A 
—1 iV2 1 
i 1 0 1 1 O0 —1 
SE doll € 2 © =] 
© 1 -1 0 1 


et Pi, Po et P satisfont également à une relation de fermeture. 


2.3 Superposition ď’états 


Enoncé. 


L’espace des états d’un certain système physique est à trois dimensions : soit 
{lu1) , |u2) , u3) } une base orthonormée de cet espace. On définit les kets |o) 
et W1) par : 


lo) = 
y1) = 


i 1 
u1) + 312) +3 lus) 
(7 


u1) + 3 lu3) 


al-al- 
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a. Ces kets sont-ils normés ? 


b. Calculer les matrices pọ et pı représentant, dans la base 
{lu1) , [u2) , [us)}, les opérateurs projecteurs sur l’état |o) et sur l’état 
|d1). Vérifier que ces matrices sont hermitiques. 


Commentaires. 


Cet exercice a pour but de manipuler des états qui peuvent s’écrire sous la | 
forme d’une superposition de divers états propres, de calculer leur norme et 
les projecteurs associés pour déterminer une méthode permettant de recon- 
naître facilement une matrice hermitique, c’est-à-dire une relation simple 
entre les éléments d’une matrice dans le cas où elle est hermitique. | 


L'espace des états d’un certain système physique est à trois dimensions : soit 
{lu1) ,lu2) ,[u3)} une base orthonormée de cet espace. On définit les kets |o) et 
fé) par : 


a. Ces kets sont-ils normés ? 
D'une part : 
j i 1 1 i 1 
= — — — — — Ses) = = 1 
(volvo) = (z tal = $ tal + $ (ual) (SG ad + $ lua) + Sn) 


du fait que {|u1) ,|u2) , |u3}} est une base orthonormée, donc |) est normé. 
D’autre part : 


(Bild) = (= {ul — eu. (ul) (+ bu) + = wa) =24i 


donc |1) n’est pas normé. Le vecteur normé correspondant est : 


b. Calculer les matrices po et pı représentant, dans la base {|u1) ,[u2) , [u3)}, 
po) et sur l’état |d1). Vérifier que ces 


les opérateurs projecteurs sur l’état 
matrices sont hermitiques. 
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On a par définition : 


: ji 1 1 1 
po = |Ÿo) (Vol = 5 ( 5 © ) Ale 
2 
a 
v2 l y LÀ He 
= £ I= 0 A Er T9 p. , 
pı = |) (| 4. E ñ) FLE 1 
v2 


On a p} = po et P = pı donc po et pı sont bien hermitiques. 


On peut vérifier rapidement le caractère hermitique d’une matrice en vérifiant la 
relation suivante entre éléments de matrice : 


Amn = Pa 


En d’autres termes, une matrice est dite hermitique si deux éléments quelconques 
symétriques par rapport à la diagonale principale sont complexes conjugués lun 
de l’autre. 

Cela implique que tous les éléments diagonaux doivent être réels. 


2.4 Un opérateur ket-bra 


Enoncé. 


Soit K l’opérateur défini par K = |p) (|, où |p) et |Y) sont deux vecteurs 
de l’espace des états. 
a. À quelle condition K est-il hermitique ? 


b. Calculer K?. À quelle condition K est-il un projecteur ? 


c. Montrer que K peut toujours s’écrire sous la forme K = AP, P2, où À 
est une constante que l’on calculera, et où P, et Pz sont des projecteurs. 


Commentaires. 


Comme nous l’avons dit dans l'exercice 1, l’action de cet opérateur revient 
à projeter sur |y) avant de remplacer |) par |p). Comme on le verra à 
travers la résolution de l’exercice, K peut effectivement être vu comme un 
projecteur, ou plus précisément comme un produit de deux projecteurs dont 
les expressions seront données en fonction de |y} et |p) et des bras associés. 
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Soit K l'opérateur défini par K = |p) (y|, où |p) et |Y) sont deux vecteurs de 
l’espace des états. 


a. 


À quelle condition K est-il hermitique ? 


K est hermitique si 


Kt = K &Y|x) € £, K' lx) = K |x) e ly) lx) = lp) (px) 


Le membre de gauche de la dernière relation est colinéaire à |y} tandis que 
son membre de droite est colinéaire à |p). K est donc hermitique si |Y) et |p) 


sont colinéaires, auquel cas | |Y) = A |p) avec à € R| et donc K = å |ẹ) (6|. 


. Calculer K?. À quelle condition K est-il un projecteur ? 


Ona: 
K? = |) (Hl p) l = le le) l = lep K 


K est donc un projecteur si K? = K, c’est-à-dire si (#|w) = 1. 
De plus, si K est un projecteur, K est hermitique et, d’après le résultat de 
la question a, |) et |p) sont colinéaires. En combinant ces deux résultats, 


on peut donc en déduire que K est un projecteur si | |p} = |#) |, auquel cas 
K = |p) (pl. 


. Montrer que K peut toujours s'écrire sous la forme K = AP, P2, où À est une 


constante que l’on calculera, et où Pı et Pz sont des projecteurs. 
Ona: 
1 
K =j l= le) y] = E lp) (elv) l 


soit 


1 
avec P, = |) (y| et Pz = |Y) (y| deux projecteurs, et | À = TI) i | 
p 
Nous avons montré dans lexercice 1 que l'opérateur U (m,n) = |Ym)} (pnl 


est un opérateur de couplage entre |w) et [ÿm) lorsque m Æ n. De la même 
manière, l'opérateur K = |) (y| étudié ici est un opérateur de couplage entre 
lb) et |p). Ce couplage est encore plus évident lorsqu'on observe l’expression 
ci-dessus, du fait que K est le produit du projecteur P, sur |p} et du pro- 
jecteur P> sur |}, divisé par le produit scalaire (p|) entre ces deux états. 


70 Corrigés des exercices de Mécanique quantique, tome I 


2.5 Projecteur orthogonal 


Enoncé. 


Soit P; le projecteur orthogonal sur le sous-espace #1, Pz le projecteur 
orthogonal sur le sous-espace 62. Montrer que, pour que le produit P; P; 
soit encore un projecteur orthogonal, il faut et il suffit que P, et P> commu- 
tent ; dans ce cas, quel est le sous-espace sur lequel projette P, Po ? 


Commentaires. 


Cet exercice représente une excellente opportunité de réviser la manipulation 
des projecteurs. Les projecteurs jouent un rôle important, pour ne pas dire 
essentiel, en mécanique quantique du fait que n'importe quelle mesure est 
associée à la projection sur un état propre associé au résultat de la mesure 
en mécanique quantique. Il est instructif de comprendre comment deux pro- 
jections, c’est-à-dire deux mesures, peuvent s’influencer mutuellement. 

Cet exercice peut être considéré comme une suite de l'exercice précédent. 


Soit Pı le projecteur orthogonal sur le sous-espace #1, P le projecteur orthogonal 
sur le sous-espace 62. Montrer que, pour que le produit P; P> soit encore un pro- 
jecteur orthogonal, il faut et il suffit que Pı et P> commutent ; dans ce cas, quel 
est le sous-espace sur lequel projette P1 Pa ? 

La question revient à montrer que les deux propositions suivantes sont 
équivalentes : 


1. Pı P est un projecteur orthogonal, 
2. Pı et Po commutent. 


Nous pouvons le démontrer à l’aide d’une double implication. 

Supposons dans un premier temps que P, Pz est un projecteur orthogonal. Montrons 
que P; et P> commutent. Comme P; P> est un projecteur orthogonal, P; Pz est donc 
hermitique, ce qui implique 


(PLP2)! = PP & PIPÌ = P, Py & PaP, = PP € [P1, P2] = 0 


et Pı et P2 commutent donc. Supposons maintenant que P, et P> commutent. Mon- 
trons que P; P est un projecteur orthogonal. Il nous faut prouver (P, P2)? = Pi Po, 
ce qui est nécessairement le cas si P, et P> commutent du fait que 


(PiP)? = PPP Pa = PÈP? = PP 


puisque P} et Pz sont des projecteurs. Au final, P} P> est un projecteur si et seule- 
ment si P; et P> commutent. Pour tout vecteur |x}, on a : 


{ Pi Pa |x) = Pi(Pr|x)) € & 
PzPi |x) = Pa(Pi |x)) € & 
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et PiP> = PP, donc V |y) , Pi Po |X) € &1N &2 : le sous-espace sur lequel projette 
P, P> est donc l'intersection &1 N 62 des deux sous-espaces #1 et 62. 


2.6 La matrice ©, 


Enoncé. 


La matrice ©, est définie par : 


Démontrer la relation : 


iQO% 


e = [ cos a + icz sin a 


où J est la matrice unité 2 x 2. 


Commentaires. 


Cet exercice requiert l’exponentielle d’une matrice. Il nous faut pour cela 
utiliser le développement en série de Taylor de la fonction exponentielle : 


En matière de physique, cy est une autre matrice de Pauli. Voir le Chapitre 
IV pour de plus amples détails, en particulier le § A-2 et le Complément 
Arv. 


La matrice ©, est définie par : 


Démontrer la relation : 


QC x 


€ = I cosa + iozsina 


où 1 est la matrice unité 2 x 2. 
Nous aurons besoin de o% dans le développement en série de Taylor de 
l’exponentielle de la matrice. Commençons par écrire, pour n = 2 : 


s 0il ~Ii _f1 0) 
"a= ( 1 0 Lalo Li 
En généralisant, on a donc : 


I sin est pair 
Ox Sin est impair 


Va Nez = À 
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On en déduit : 


ee. 2 +oo . +oo . 
PE {2K a2k o2k RU Se: ais 


Foo |. + 
100% = (iaox)" — 1 Q Or = g 
me s G L a E aa >» CK+ D! 


n=0 n=0 ` k=0 
+00 Foa 
_ IS (—1}fa? bi (—1)fa2#+1 
2 CR) 72 (k+1) 


et l’on a donc bien : 


ex — Jcosa+ic,sina 


2.7 La matrice o, 


Enoncé. 


Établir, pour la matrice cy donnée dans l'exercice 2, une relation analogue 
à celle démontrée pour ©, dans l’exercice précédent. Généraliser pour toute 
matrice de la forme : 
Ou = À0x + HOy 
avec : 
X+ =1 


Calculer les matrices représentant 217, (e172)? et eiloz+0y), Conclusion : 
e?e est-il égal à (eÏ7+)? ? eilox tou) à eivreiou ? 


Commentaires. 


Rappelons que : 


0 —i 
"y= a 0 


Cet exercice ne peut pas être traité indépendamment du précédent. 


Etablir, pour la matrice o, donnée dans l'exercice 2, une relation analogue à celle 
démontrée pour ©, dans l'exercice précédent. Généraliser pour toute matrice de la 
forme : 
Ou = X0x + UOy 
avec : 
5 i 
X +p =l 

| | >: aa , , | 
Calculer les matrices représentant e27*, (e=)? et e(vz+ov), Conclusion : e2i°+ 
est-il égal à (etr)? ? eiloztou) à eivaeiou ? 
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Comme précédemment, on commence par écrire : 


a(t G 2) 


La matrice oy présente donc la même propriété que la matrice ox étudiée dans 
lexercice 6, et un raisonnement similaire permet donc d’aboutir au même résultat : 


es = Tcosa+io,sina 


Généralisons à une matrice de la forme 
Tu = À0z + UOy 
avec À? + u? — 1. Ona: 
o? = (Xda + poy)? = X02 + po? + Au(0x0y + ayos) 


forio Te 0 
y= 1 0 ¿E 0 } | 0 = 
c Jü 0 1 
FT LS. D 1 0 


d'où 0x:0y + 0y0x = 0, ce qui implique 


o? = À 0, + po = (X +p I 


De plus 


et 


du fait que oł = I d’après les résultats de l’exercice 6. Là encore, la matrice 
Ou = Afs + Oy présente la même propriété que les matrices s et Gy, et un 
raisonnement similaire permet donc d'aboutir au même résultat : 


geu = I cos à + io, sin œ 


En posant À = 1 et = 0 dans l'expression de ©, de sorte que Cu = Ox, et œ = 2 
dans l’expression de e°! , on a 


es audi de T À À À . ‘Jol . 
e = Icos2+isssin2=( 0 1 cos 2 +i 1 0 sin 2 


soit 


cos? isin2 ) 


isin2 cos2 


D'autre part, en posant À = 1 et u = 0 dans l'expression de o, de sorte que 
Où = Oz, et a = 1 dans l’expression de e“*?7*, on a : 


ia cosl isinl 
e = — ae 
¿sinl gosi 


(ei? _ cos] isinl cosl isinl = cos? 1—sin?1 2icos1sin1 
7 | dsini cosi isinl cosil E 2icoslsinl cos?1-— sin? 1 
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(ei: 2 = ( cos2 isin2 ) 


isin2 cos2 


2 
Enfin, en posant À = u = = dans l’expression de o, et à = v2 dans l'expression 


de e*%%u, on obtient : 


| 2 =A 
etlz +0u) — T cos V2+io, sin V2 = Lo cos 34:72 D . 1-3 sin V2 
0 1 2 1+i 0 


soit 


cos V2 Zazi) sin V2 


AGES +oy) = 


V2 (1 + sin cos V2 


alors que 


ioy — a. es À E .f 0 —i ETES cosi sinl 
e = Icos1+ioysin1 = ( 9 1 Josii( 0 jie 5 


et donc 


eir cosl isinl cosl sinl cos? 1 — isin? 1 (1+i)cos1sinl 
Eee = = 
isinl cos1 —sinl cos1 (—1+i)cosisinl cos? 1+isin?1 


En conclusion : 
e on a bien e?™z = (e72)? du fait que oz commute avec elle-même, 


e on a e(or+ou) £ ezev du fait que oz et oy ne commutent pas entre elles, 
puisque nous avons montré que O>0y + 0y0x = 0, et donc que Gg et Oy 
anticommutent entre elles. 


2.8 Hamiltonien H d’une particule dans 
un problème à une dimension 


Enoncé. 


On considère, dans un problème à une dimension, l’hamiltonien H d’une 
particule défini par : 

1 
2m 


H=—P?+V(X) 
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où X et P sont les opérateurs définis au § E du Chapitre IT et qui vérifient 
la relation : |X, P] = iħ. Les vecteurs propres de H sont désignés par |») : 
H |n) = En ln), où n est un indice discret. 
a. Montrer que : 
(Pn) P ln) = à (nl X lpn) 
où & est un coefficient qui ne dépend de En et Ew que par 
l'intermédiaire de leur différence ; calculer a (il est conseillé de consi- 
dérer pour la démonstration le commutateur |X, H]). 


b. En déduire, en utilisant la relation de fermeture, légalité : 


h2 
D (En — En) (onl X lpn) P = 2 (nl P? lon) 


n' 


Commentaires. 


Un tel hamiltonien décrit, comme au § E du Chapitre II, une particule de 
1 
masse m dans un potentiel à une dimension V(X). Le premier terme, 
m 
correspond à l’opérateur énergie cinétique. Le second, V(X), correspond à 
l'opérateur énergie potentielle, qui est simplement multiplicatif en représen- 


tation {|x)}. Cet exercice ouvre la voie pour l'exercice suivant, qui présente 
plus de considérations physiques à discuter. 


On considère, dans un problème à une dimension, l’hamiltonien H d’une particule 
défini par : 
1 


2m 


H = —P? + V(X) 


où X et P sont les opérateurs définis au § E du Chapitre II et qui véri- 
fient la relation : [X,P] = iħ. Les vecteurs propres de H sont désignés par 
On) : H |n) = En |Yn), où n est un indice discret. 


a. Montrer que : 
(Pnl P 12 = a (Pn| À |Pw) 


où q est un coefficient qui ne dépend de En et En’ que par l'intermédiaire de 
leur différence ; calculer a (il est conseillé de considérer pour la démonstration 
le commutateur |X, H]). 


Ona: 


1 


T 2m 


1 
IX, P?] + [X, V (X)] = IX, P?] 
du fait que X commute avec V(X). De plus, on a : 


[X, P?] = [X, P]P + PIX, P] = 2iħP 
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et l’on a donc : 


wis reps FH] 
Ainsi : 
(Pnl Plon) = Z (Pal [XH] lpw) = F (pal (XH — HX) low) 
= 3% Pnl XH lon) — (Pnl HX lyw) 
= i (Onl XH low) — (Pnl H'X lpw) 
= iy (Ew (Pnl X low) — En (Pnl X lpw)) 
= ga Ew — En) (Pnl X lpw) 
du fait que l’hamiltonien est une observable et donc que Ht = H. On a donc 
bien 
(nl P lon) =a (pr| X lpn) 
avec 


m 
= — Ew + En 
der ) 


b. En déduire, en utilisant la relation de fermeture, l'égalité : 


h2 
F (En — En) (pnl X lpw) P = 5 (pnl P? lon) 


On a, d’après les résultats de la question précédente : 
m ih 
(pal P lpn) = Enr = En) (pal X pur) (En = En} Ual X er) = = Pal Plen 


On a de même, en inversant les indices n et n’ : 


ih 


En multipliant ces deux expressions entre elles, on obtient : 


h2 
(Ent — En)(En — En) (pnl X low) (Pnr) X lpn) == Pol P len) Pnl P lpn) 
h2 
& (En -— Ew)? len| X len) (@n'| X? lpn) = ma Pnl P lpn) (Pnl Plon) 
* a 
& (En Ew)? (n| X lpn) (pnl X lpn))* = ma Pnl P lpn) (nl P lpn) 


h2 
& (En En) |(enlX lpw)? = ma (nl P lpn) (Pnl Plon) 
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là encore du fait que X est une observable et donc que Xt = X. Enfin, en 
sommant sur les indices n’, on obtient : 


K 
X (En — En)°|(@n| X lpn) l? = m (Pn) P ln!) (Prl P lpn) 
a 
E 7e Pol P DIX } (@n| | Pl£n) 
h2 


= per (Pnl P? (Pn) 


puisque 5 |n) (pn| = 1 d’après la relation de fermeture sur les vecteurs 
n’ 

propres |n), qui forment une base de l’espace des états du fait que H est 

une observable. On a donc bien, au final : 


En — Ev) X ta 
ri n n) | (@nl X lpw) = P 


n' 


2.9 Vers le théorème du viriel en mécanique 
quantique 


Enoncé. 


Soit H l'opérateur hamiltonien d’un système physique. On désigne par |Yn) 
les vecteurs propres de H, de valeurs propres En 


H \pn) = En |Pn) 


a. A étant un opérateur quelconque, démontrer la relation 
(pnl [A, H] ln) = 0 


b. On considère un problème à une dimension, où le système physique est 
une particule de masse m et d’énergie potentielle V(X) ; dans ce cas, 
H s'écrit : 1 

H = —P? + V(X) 
2m 


a. Calculer en fonction de P,X,V(X) les commutateurs 
|H, P], |H, X] et [H, XP]. 

B. Montrer que l’élément de matrice (w,| P |.) (que nous inter- 
préterons au Chapitre III comme la valeur moyenne de l'impulsion 
dans l’état |pn}) est nul. 
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; P? 
y. Etablir une relation entre Ee = (ynl Tm |n) (valeur moyenne 
m 


dv 
de l'énergie cinétique dans l’état |pn)) et (Pnl X Ty ln). 
La valeur moyenne de l'énergie potentielle dans l’état |w,) 
étant (n| V(X)|gn), comment est-elle reliée à la valeur 
moyenne de l'énergie cinétique lorsque V(X) = VX" 
(k = 2,4,6...;V > 0) ? 


Commentaires. 


Cet exercice reprend les techniques et manipulations de l’exercice précé- 
dent et constitue un premier pas vers l'étude du théorème d’Ehrenfest (cf. 
Chapitre III), qui aide à établir des liens entre la mécanique quantique et la 
mécanique classique (aboutissant souvent à des résultats similaires en dépit 
de quelques subtilités). 

Le résultat final de cet exercice est analogue au théorème du viriel en 
mécanique classique pour des corps en interaction formant un système isolé : 
2E4 = kV. 


Soit H l'opérateur hamiltonien d’un système physique. On désigne par |pn) les 
vecteurs propres de H, de valeurs propres Enp : 


H |en) = En lPn) 


a. À étant un opérateur quelconque, démontrer la relation 


LA, H] lon) = 0 


(Pn 
Ona: 


(pnl |4, H] lPn) = (Pnl (AH a HA) lPn) = (pn| AH lPn) En (Pnl HA [Pn) 
= (Pal AH |pn)} g (Pnl H'A [Pn) 
= En (Pn| Alyn) — En (Pn| Alpn) = 0 


du fait que H est une observable et donc que Ht = H. On a donc au final : 
(Pn| [A, H] lpn) = 0 


b. On considère un problème à une dimension, où le système physique est une 
particule de masse m et d'énergie potentielle V(X) ; dans ce cas, H s'écrit : 


1 
H = 


P?+V(X) 


2m 
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a. Calculer en fonction de P, X, V(X) les commutateurs : [H, P],[H, X] et 
[H, XP]. 
On a : 


Í 
o [H, P] = [PP] + [V (X), P] = [V(X), P] = -[P, V (X)] du fait 
que P commute avec lui-même. On a enfin: 
Ay 
|H, P] = -[P, V(X)] = he 
d’après la formule (48) du Complément Brr. 


e [A,X] = IPn X] + [V(X),X] = IX, P?] = — (IX, PIP + PIX, Pl) 
du fait que X commute avec V(X), et l’on a enfin 


du fait que [X, P] = à. 


ih 

è [H,XP]=[H,X]P+X[H, P] = Mpaji d’après les résul- 
m 
tats précédents. On a donc au final : 


dV 
H, XP] = iñ | -— + X 
mxp = in (2 +x) 
B. Montrer que lélément de matrice (wA| P |pn} (que nous interpréterons 
au Chapitre III comme la valeur moyenne de l’impulsion dans l’état 
lPn)) est nul. 


On a, d’après l'expression du commutateur |H, X] déterminée à la ques- 
tion à : 


(nl Plon) = -2 lonl LH, X] lon) = = 


(nl [X, H] |pn) = 0 


ih ih 
puisque nous avons montré à la question a que (n| |A, H] |pn} = 0 pour 
tout opérateur À, et en particulier pour À = X. 


2 P? 
y. Établir une relation entre Ee = (ynl Im (Pn) — moyenne de 


l’énergie cinétique dans létat [wh)) et (pnl xT ln). La valeur 
moyenne de l'énergie potentielle dans l’état |pn) étant (yn| V(X) lou), 
comment est-elle reliée à la valeur moyenne de l’énergie cinétique lorsque 
V(X) = XF (k =2,4,6...; Vo > 0) ? 
D’après l'expression du commutateur [H, XP] déterminée à la question 
a : 

' dv P dv 


Í 
Xe E ST 


dX l 2m dX 2iħ P. al 


En prenant la valeur moyenne de cette expression dans l’état |pn}, on 
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obtient : 


pP 1 1 
(nl løn) = $ (nl X ZÉ hon) + = (nl [XP, H] lon) 


et donc 


À 
Ee n yo n 
5 | IX ip ) 


puisque nous avons montré à la question a que (@h|[A, H]|gn) = 0 
pour tout opérateur À, et en particulier pour À = XP. Enfin, lorsque 
V(X) = VXF, on a : 


dv 
ax 


d 
+ 17 ut ex2 = kVoXF = kV X) & V(X)==X— 


et l’on a donc : 


1 dv 2E% 
(Enl V(X) lon) = ms nl X Tr lpn} = He 


d’après le résultat précédent. En conclusion, on a : 


(Pnl V(X) lyn) = 


Ce résultat peut également s'écrire : 


2Ee = k (pa| V(X) |n) 


ce qui nous rappelle le théorème du viriel en mécanique classique. On peut remar- 
quer que, dans le cas d’un potentiel harmonique (k = 2), l'énergie cinétique 
moyenne et l'énergie potentielle moyenne de la particule sont égales. Il y a donc 
équipartition de l’énergie entre les énergies cinétique et potentielle pour un oscilla- 
teur harmonique (voir Chapitre V). 
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2.10 Les opérateurs X et P 


Enoncé. 


En utilisant la relation {x|p) = (2rñ)-!/2eïrt/h calculer, en fonction de (x), 
les expressions (x| XP |) et (x| PX |y}. Peut-on retrouver directement ces 


Je , : h d 
résultats en utilisant le fait qu’en représentation {|x} }, P agit comme — T ? 
i dx 


Commentaires. 


Cet exercice constitue une application des opérateurs X et P et des bases 
continues qui leur sont associées. Avoir affaire à une base continue peut sem- 
bler plus compliqué de prime abord, mais ce n’est pas nécessairement le cas 
du fait que les règles de calcul demeurent les mêmes pour une base discrète 
ou pour une base continue ; l’universalité des règles de calcul souligne la 
force du formalisme. 


Corrigé. 


En utilisant la relation (x|p) = (2rh)-!/2eïrt/À, calculer, en fonction de y(x), les 


expressions (x| XP |Y) et (x| PX |). Peut-on retrouver directement ces résultats 
h d 

en utilisant le fait qu’en représentation {|x)}, P agit comme =. ? 
i dx 


On a d’une part, en utilisant la relation de fermeture sur la base {|p}} : 


+00 


(z| XP) = z (z| PI) =a (al 1P Y) = 5 f (xp) (p| P |) dp 


=00 


+oo Li 
=r l (zip) (pl Pt l9) dp = 2 J p(zlp) (plb)dp 


00 -00 


d’après la relation (38a) de l’ Appendice I, soit 


(el XP i) = Le ya) 


D'autre part, en utilisant la relation [X, P] = iħ, on obtient : 


(z| PX |p) = (xl XP |4) — itely) 


i 


ħd 
En utilisant le fait qu’en représentation {|x)}, P agit comme du obtient : 
idg 


(z| XP |4) = z (x| P |) 


$ 


82 Corrigés des exercices de Mécanique quantique, tome I 


(xl PX |W) 


et lon aboutit donc bien aux mêmes résultats, mais de manière plus directe. Les 
deux représentations sont bien entendu équivalentes. 


Ensembles d’observables qui commutent. E.C.O.C. 


2.11 Un E.C.O.C. d’un système à trois états 


Enoncé. 


On considère un système physique dont l’espace des états, qui est à trois 
dimensions, est rapporté à la base orthonormée formée par les trois kets 
fu) ,|u2) ,[us). Dans la base de ces trois vecteurs, pris dans cet ordre, les 
deux opérateurs H et B sont définis par : 


1 0 0 1 0 0 
H =ħw | 0 —1 0 B= 0 0 1 
0 0 —1 010 


où wo et b sont des constantes réelles. 
a. H et B sont-ils hermitiques ? 


b. Montrer que H et B commutent. Donner une base de vecteur propres 
communs à H et B. 


c. Parmi les ensembles d'opérateurs : {H}, {B}, {H, B}, {H?, B}, lesquels 
forment un E.C.O.C. ? 


Commentaires. 


Le concept d’E.C.O.C. est important en mécanique quantique lorsqu'on 
décrit l’état d’un système dans sa totalité. 

Des matrices, associées à des observables (et à des opérateurs en règle 
générale), qui commutent entre elles sont codiagonalisables et partagent, 
telles H et B ici, une base commune de vecteurs propres. Le fait de mesurer 
une observable n’impacte pas le résultat de la mesure d’une autre. Les infor- 
mations sur l’état du système s'accumulent donc au fil des mesures. Un 
E.C.O.C. offre un accès explicite à un état quantique du système. 

Dans le cas de H et B dans cette base, on utiliserait typiquement de tels 
opérateurs pour décrire un système à deux niveaux constitué d’un niveau 
fondamental et d’un niveau excité. L'énergie du niveau excité est située 2/wo 
au-dessus de celle du niveau fondamental, qui est dégénéré deux fois. H est 
l’hamiltonien du système en l’absence de couplage. B introduit un couplage 
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(b est la constante de couplage) dans le niveau fondamental. H + B est donc 
l’hamiltonien du système avec couplage dans le niveau fondamental. 
Un corrigé moins détaillé de cet exercice est fourni dans le Complément Hır. 


Corrigé. 


On considère un système physique dont l’espace des états, qui est à trois dimensions, 
est rapporté à la base orthonormée formée par les trois kets |u1) ,|u2) ,[u3). Dans 
la base de ces trois vecteurs, pris dans cet ordre, les deux opérateurs H et B sont 
définis par : 


1 0 0 1 0 0 
H = ħw | 0 —1 0 B=b]| 0 0 1 
0 0 —I 0 1 0 


où wọ et b sont des constantes réelles. 


a. H et B sont-ils hermitiques ? 


D’une part, H est diagonale et à coefficients réels, donc H est hermitique. 
D'autre part, B est symétrique et à coefficients réels, donc BÝ = B et B est 
également hermitique. 


b. Montrer que H et B commutent. Donner une base de vecteur propres com- 
muns à H et B. 


Oña: 
L p 0 1 ‘© 6 1 0 0 
HB = bħwo | 0 —1 0 0 O0 1 = bhwo | 0 0 —1 
0 0 —1 0 1 0 0 —1 0 
et 
1 0 0 1 0 0 1 Q 0 
BH = bfwo | 0 O 1 0 —1 0 = bħwo| 0 0 —1 
G 1. 0 0 0 —I 0 —1 0 


donc HB = BH et H et B commutent. H étant diagonale, on peut voir 
directement qu’elle possède deux valeurs propres : hwo, qui est non dégénérée, 
et —ħwo, qui est dégénérée deux fois. On a : 


0 0 0 “à 0 
Rwo | 0 —2 0 y =| 0 | Su=sti 
0 0 -2 z 0 


et |u1) est vecteur propre de H associé à la valeur propre ħwo. De plus : 


200 F 0 
hwo | 0 0 0 y i= 0 Sz 
0 0 0 z 0 
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et deux vecteurs orthogonaux quelconques qui sont également orthogonaux 
à |u1) sont vecteurs propres de H associés à la valeur propre —fwo. On peut 
choisir ces vecteurs propres parmi les vecteurs propres de B. Déterminons ces 
vecteurs propres. On a : 


b—X 0 0 
0 —X b |=(b-A)(A2 -8 =-(A-— b) (A +b) 
0 b À 


donc B possède deux valeurs propres : b, qui est dégénérée deux fois, et —b, 
qui est non dégénérée. On a : 


20 0 x 0 
b| 0 1 1 y |=|0 + elil 
ô ii z 0 Ppa T + 


et (|u2) — |u3)) est vecteur propre associé à la fois à la valeur propre —b 
1 
de B et à la valeur propre —ħwọo de H : |—-ħwo, —b) = gll — |u3)}). De 


plus, le vecteur propre |u1) est associé à la valeur propre fwo de H et l’on 
voit directement que Blu1) = b u1) : ce vecteur propre est donc également 
associé à la valeur propre b de B : |fwo, b) = |u1). Enfin, le vecteur (Ju2)}+|u3}), 
orthogonal aux vecteurs propres |ñwo, b) et |—fwo, —b), est associé à la valeur 
propre —hwo de H, et : 


0 1 0 0 0 0 
BI 1 Jsb 00 1 1 fbl 1 
1 ÿ 1 0 1 1 


donc ce vecteur propre est également associé à la valeur propre b de B : 


|—ñwo, b} = 7 (lu) +lu3)). On a donc une base de vecteurs propres communs 
à H et B: 
e wo, b) = fui), 
1 
e -pt = Re en 


On a maintenant trois vecteurs propres distincts associés à des valeurs propres 
distinctes. B, c’est-à-dire le couplage, a pour effet de lever la dégénérescence 
du niveau fondamental de ce qui est un système à deux niveaux en l’absence 
de couplage, conduisant ainsi à un système à trois niveaux non dégénérés. 


. Parmi les ensembles d'opérateurs : {H},{B},{H,B},{H°?,B}, lesquels for- 


ment un E.C.O.C. ? 


D'après les résultats de la question b : 
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e H possède une valeur propre dégénérée, donc {H } ne peut pas former à 
lui seul un E.C.O.C., 


e B possède une valeur propre dégénérée, donc {B} ne peut pas former à 
lui seul un E.C.O.C., 


e à chaque couple de valeurs propres de H et de B correspond un unique 
vecteur propre commun aux deux opérateurs, donc {H,B} forme un 
E.C.O.C., 


e ona: 


1 © ğ 1 0 0 1 0 0 
Weka À A $ ò 1 o Jesa à 1.0 | = 
o g =i ô D =i pp i 


H? possède une unique valeur propre A?wê dégénérée 3 fois : au couple 
(A2wê,b) de valeurs propres de H? et B correspondent donc les deux 


1 
vecteurs propres indépendants |u1) et VA (|u2) + [us)) : {H?, B} ne 


forme donc pas un E.C.O.C. 
2.12 Un E.C.O.C. de deux opérateurs 


Enoncé. 


L'espace des états étant le même que celui introduit dans l’exercice précé- 
dent, on considère deux opérateurs L, et S définis par : 


Lz |ui) = |u) Lalu) =0 L,lus) = — lus) 
Sui) = lus)  Slu2) =|u2) SÎus) = fui) 


a. Écrire les matrices représentant, dans la base {ļu1) ,[u2) ,[u3)}, les 
opérateurs L,, LŽ, S, 8°. Ces opérateurs sont-ils des observables ? 


b. Donner la forme de la matrice la plus générale représentant un opéra- 
teur qui commute avec L,. Mêmes questions pour L2, puis pour S?. 


c. L2 et S forment-ils un E.C.O.C. ? Donner une base de vecteurs propres 
communs. 


Commentaires. 


Cet exercice traite du même système que l’exercice précédent, mais introduit 
deux opérateurs qui agissent sur les états déterminés précédemment. L, ne 
possède que des termes diagonaux et agit donc simplement sur les vecteurs 
propres de la base ; son action ressemble à celle d’un opérateur moment 
cinétique orbital (voir Chapitre VI). S possède néanmoins des éléments non 
diagonaux qui introduisent donc un couplage entre les divers vecteurs de 
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la base ; il n’est pas facile de donner une interprétation physique de cet 
opérateur dans cette base. 
Un corrigé moins détaillé de cet exercice est fourni dans le Complément Hır. 


L'espace des états étant le même que celui introduit dans l'exercice précédent, on 
considère deux opérateurs L, et S définis par : 


Lz (u1) = |u) Lilus) =0 EL, 
S |ui) = us)  Sļ|u2) =lu2) S 


u3) = — |u3) 
u3) = |u1) 


a. Ecrire les matrices représentant, dans la base {|u1) , |u2) , |u3) }, les opérateurs 
L, LŽ, S, 8°. Ces opérateurs sont-ils des observables ? 


Au vu de la définition des opérateurs L, et S, on a : 


Ces quatre opérateurs sont hermitiques et de dimension finie : ce sont donc 
des observables. 


b. Donner la forme de la matrice la plus générale représentant un opérateur qui 
A : 2 : 2 
commute avec L,. Mêmes questions pour L?, puis pour S*. 


N'importe quel opérateur À peut s’écrire sous la forme : 


Ai A1 A3 
A= A21 A2 A23 
A31 A3 A33 


e L, possède trois valeurs propres non dégénérées 1, O et —1 asso- 
ciées respectivement aux vecteurs propres [u1),[u2) et [u3). D’après le 
théorème 2 du § D-3-a du Chapitre II, tous les éléments de matrice de 
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A relatifs à des valeurs propres différentes de L, doivent être nuls pour 
que À commute avec L,. Tous les éléments de matrice de A entre |u1) 
et |u2), entre |u1) et |u3), et entre |u2) et |u3} sont donc nécessairement 
nuls. On a donc : 


et tout opérateur À diagonal commute avec L,. 


e L? possède deux valeurs propres : 1, qui est dégénérée deux fois et est 
associée aux vecteurs propres |u1) et |u3), et 0, qui est non dégénérée 
et est associée au vecteur propre [u2). D’après le théorème 2 du § D-3-a 
du Chapitre II, tous les éléments de matrice de À relatifs à des valeurs 
propres différentes de L? doivent être nuls pour que À commute avec 
L?. Tous les éléments de matrice de A entre |u1) et [u2) et entre |u2) et 
[u3) sont donc nécessairement nuls. On a donc : 


An 0 As 
A L2=0&æA=| 0 A» 0 


A3 0 A33 


e enfin, on a 9? = I, et m'importe quel opérateur À commute avec S?. 


c. L? et S forment-ils un E.C.O.C. ? Donner une base de vecteurs propres 
communs. 
D'après les résultats de la question a, S a bien la forme identifiée à la question 
précédente et commute donc avec LŽ. L2 possède deux valeurs propres : 1, 
qui est dégénérée deux fois, et 0, qui est non dégénérée. On a : 


1 0 0 x 0 
0 0 0 y =| 0 |er=z=ğ 
0 0 1 z 0 


donc |u2) est un vecteur propre associé à la valeur propre 0 de L2. De plus : 


0 0 0 4 0 
0-0 0 Z 0 


et les vecteurs propres de L2 associés à la valeur propre 1 sont orthogonaux 
à |u2) et orthogonaux entre eux, et peuvent être choisis parmi les vecteurs 
propres de S. Déterminons ces vecteurs propres. Par définition, S |[u2) = |u2) 
et |u2), qui est vecteur propre de L2 associé à la valeur propre 0, est également 
vecteur propre de S' associé à la valeur propre 1: |0, 1} = [u2). On a de plus 


S |u1) = lus) S(lu1) + lus)) = lu) + lus) 
{ Slus) = |u) 7 { Su) — [us)) = -(lu1) — |us)) 
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1 

aa — |u3)) est vecteur propre de S associé à la valeur propre —1, et 
L2([u1) — lu3)}) = Jui) — |u3), donc il est également vecteur propre de L? 
associé à la valeur propre 1 : [1,—1) = —(|u1ı)} — |u3}). Enfin, le vecteur 


v2 


1 
tait lu3)) est orthogonal aux deux vecteur propres |0, 1) et |1,—1), il est 
vecteur propre de $ associé à la valeur propre 1, et L2(|u1)+l[u3)) = [u1)+|u3), 
donc il est également vecteur propre de L2 associé à la valeur propre 1 : 


1 
1 = Zu) + |u3)). On constate qu’à chaque couple de valeurs propres 


de L? et de S correspond un unique vecteur : { L2, S} forme donc un E.C.O.C., 
et une base de vecteurs propres communs à L2 et à S est : 


+ |0,1) = fu), 
e 11,1) = lus) + ua), 
E th) «lé 


Chapitre 3 


Corrigés des exercices du Chapitre 
II (Complément Lin). Les postulats 
de la mécanique quantique 


En combinant les outils mathématiques que nous avons récemment acquis dans les 
exercices du Chapitre IT et la physique explorée dans le Chapitre III consacré aux 
postulats de la mécanique quantique, cette série d’exercices a pour but d'améliorer 
notre dextérité mathématique tout en étudiant plus de systèmes physiques. La 
difficulté des exercices est variable, mais nous nous efforcerons toujours d’extraire 
autant de sens physique que possible des exercices. Rappelons que ce livre ne traite 
que de particules non relativistes, tout en se reposant fortement sur l’équation de 
Schrödinger. Cela implique que les « particules » des exercices qui suivent sont 
supposées être non relativistes et de masse non nulle, comme les électrons, les 
protons et les neutrons, mais pas des photons. 


3.1 Analyse d’une fonction d’onde à une dimension 


Enoncé. 


Soit, dans un problème à une dimension, une particule dont la fonction 


d'onde est : l 
etpoz/h 


Vr + a? 
où a et po sont des constantes réelles, et N un coefficient de normalisation. 
a. Déterminer N pour que y(x) soit normée. 


dx) =N 


b. On mesure la position de la particule ; ; quelle, est la probabilité pour 
que le résultat soit compris entre — —= et +—= 


anra 


c. Calculer la valeur moyenne de l'impulsion d’une particule ayant y(x) 
comme fonction d’onde. 
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Commentaires. 


Cet exercice offre un premier exemple de description de la fonction d'onde 
d’un système. Toutes les informations relatives à un système quantique peu- 
vent être extraites de sa fonction d’onde. Il est donc important de savoir 
l’analyser pour caractériser le système dans sa totalité. La quantité physique 
associée à la fonction d'onde complexe y(x) est la densité de probabilité de 
présence |Y(x)|?, qui est réelle et représente la probabilité de trouver la 
particule en x. 


Corrigé. 


Soit, dans un problème à une dimension, une particule dont la fonction d’onde est : 


e'poz/h 
p(z) = N 


Vr? +a? 
où a et po sont des constantes réelles, et N un coefficient de normalisation. 


a. Déterminer N pour que y(x) soit normée. 
La condition de normalisation reflète le fait que la probabilité de trouver 
la particule n’importe où dans l’espace, ici à une dimension, est égale à 1. 
Cela signifie que la somme sur tout l’espace de la probabilité infinitésimale 
de trouver la particule entre x et x + dx, dZ (x) = |p(x)|?dx, est égale à 1. 
(x) est normée si et seulement si : 


+oo +00 +00 
f W(x) dr =1 & d'(x)p(x)àr = 1e N] Î = = 


2 
= Hé +a 


1 e N}? E 
& JN}? [4 arctan | siell aigis Lge 
a ala a T 


En posant y = 0 pour que N soit réel et positif, on obtient : 


On peut vérifier que le carré de la fonction d’onde a la dimension de l'inverse 
d’une longueur, ce qui est prévisible pour une densité de probabilité à une 
dimension. La densité de probabilité |(x)|? est représentée sur la figure 3.1. 


b. On mesure la position de la particule ; quelle est la probabilité pour que le 


résultat soit compris entre -5 et +7? 


La probabilité de trouver la particule entre x et x + dx est : 


@ dr 
T £? + a? 


dP (x) = | (zly) dz = |#(x)l*d 
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—a 0 a 


FIG. 3.1 — Représentation graphique de la densité de probabilité |y(x)|?. 


a 
La probabilité pour que le résultat de la mesure soit compris entre —-—= et 


v3 


a 
+——> vaut donc : 


v3 


La probabilité de trouver la particule dans la région de l’espace comprise 


a a Ji 
entre —— et +— est de = = 33 %. 
V3 V3 3 | 


Vu la symétrie du problème, il est donc possible d’en déduire que la proba- 
bilité de trouver la particule dans la région de l’espace comprise entre —c et 


ii 
= est également de 3 de même que la probabilité de trouver la particule 


V3 


; y a 3 ; 
dans la région de l’espace comprise entre tA et +00. Le fait que ces trois 


probabilités soient égales peut s’interpréter graphiquement par légalité des 
trois surfaces hachurées sur la figure 3.2. 


c. Calculer la valeur moyenne de l'impulsion d’une particule ayant d(x) comme 
fonction d’onde. 


La valeur moyenne de l'impulsion de la particule peut être calculée comme : 


+00 to — fd 

(Pa) = Wire f W) tirhare f we) Evlada 
, ipo ipos/ħ, 2172 a ipoz/ħ 

ah ft e-ipos/h “hÀ dyra d 

FN n T 


ir J æ Va? +a? r? +a 
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CV LCLLLIÉLLLÉTITIÉ LOSC 
LÉLASL RÉEL LEE TLTÉLTL 
tet £ 


FIG. 3.2 — Interprétation graphique de légalité entre les trois probabilités calculées ci- 
dessus (les trois zones hachurées ont la même surface). 


Bi = B dr 


saf aL aT ld 
Lo +a ir J-a (x?+a2)}? 


apo [1 tan € Lie n aħ 1 ti 
= ——|-arctan— — | = = 
a a ir |2(x2 + a?) m 


— OO — OO 


On a donc 


(Paz) = po 


Étant donné l'expression de la fonction d’onde et le facteur etP0®/®_ il semble intuitif 
que l’onde associée à la particule ait une impulsion moyenne égale à po. 
Remarquons néanmoins que cela ne veut pas dire que toutes les ondes du paquet 
d’ondes possèdent la même impulsion po. Cela contredirait en effet le principe 
d'incertitude de Heisenberg : si Ap=0, l'extension spatiale Ax doit être infinie 
(comme pour les ondes planes), mais l'extension caractéristique est ici de l’ordre de a. 
Ilest maintenant possible de calculer Az et Ap, même si l'énoncé ne le demande pas. De 
tels calculs sont proposés dans l’exercice suivant et offrent des interprétations intéres- 
santes. 


3.2 Probabilité et fonction d’onde à une dimension 


Enoncé. 


On considère, dans un problème à une dimension, une particule de masse m, 
dont la fonction d’onde à l'instant t est y(x, t). 
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a. On mesure à l'instant t la distance d de cette particule à l’origine 
O. Écrire, en fonction de (x,t), la probabilité P(do) de trouver un 
résultat supérieur à une longueur donnée do. Quelles sont les limites 
de P(do) lorsque do — 0 et do — © ? 


b. Au lieu d’effectuer la mesure de la question a, on mesure la vitesse v de 
la particule à l'instant t. Exprimer, en fonction de #(x,t), la probabilité 
de trouver un résultat supérieur à une valeur donnée vo. 


Commentaires. 


Ce deuxième exercice fait suite au premier et ajoute le temps t comme vari- 
able au problème. L'analyse de y(x, t) offre donc une description du système 
quantique au cours du temps et nous permet ainsi d'étudier son évolution. 
Remarquons que l’expression de y(x, t) n’est pas spécifiée, et que les résul- 
tats qui suivent peuvent donc être appliqués à n’importe quelle fonction 
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d’onde normalisée. 


Corrigé. 


On considère, dans un problème à une dimension, une particule de masse m, dont 
la fonction d'onde à l’instant t est y(x, t). 


a. 


On mesure à l'instant t la distance d de cette particule à l’origine O. Écrire, 
en fonction de (x,t), la probabilité P(do) de trouver un résultat supérieur 
à une longueur donnée do. Quelles sont les limites de P(do) lorsque do — 0 
et do — œ ? 


La probabilité de trouver un résultat supérieur à une longueur donnée do est 
la même que la probabilité de trouver les particules à l'extérieur de l'intervalle 
[-do, do]. 

On a : 


ce qui est logique, du fait que la particule se trouve nécessairement quelque 
part à l’intérieur de R. 


. Au lieu d’effectuer la mesure de la question a, on mesure la vitesse v de 


la particule à l'instant t. Exprimer, en fonction de #(x,t), la probabilité de 
trouver un résultat supérieur à une valeur donnée vo. 
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La probabilité de mesurer une impulsion comprise entre p et p + dp est : 


dP(p) = (ply (t))|? dp = D (p,t)V(p, t)dp 
La probabilité de mesurer une impulsion supérieure à une valeur po est donc : 
Po _ à + n po r 
Poo)=|  Bodi+| FodPa=1- | Foda 
= 00 Po —Po 


ou, de manière équivalente, la probabilité de mesurer une vitesse supérieure 
à une valeur donnée vo telle que po = mvo est : 


— mvo +00 ru 
P(u0) = i íp, t) Pdp + f lp, t) Pdp = 1 — J [T(p, t)l?dp 


00 tvo —MUo 


To.) = zh [Žveplo 


On a donc au final : 


avec 


1 mo | +00 


+69 
yle, Dear | ve teltan] dp 


=00 


1 p=mvo z=+00 x’ +oo £ A e (caiit , 
Peo = 1 z) S S Egera dp 
p mvo Ÿ x co w oo 


Il est intéressant de remarquer la similarité entre les résultats obtenus dans l’espace 
des positions à la question précédente et ceux obtenus dans l’espace des impulsions 
ici. 

lim | P(vo) = =let lim P(v) =0 


vo —0 V0 —00 


3.3 Fonction d’onde définie à l’aide d’impulsions 


Enoncé. 


La fonction d’onde d’une particule libre, dans un problème à une dimension, 
est donnée à l'instant t = 0 par : 


+00 
Y(x,0) = n | dk e-lkl/ko ikz 


où ko et N sont des constantes. 
a. Quelle est la probabilité P(p1,0) pour qu’une mesure de l’impulsion, 
effectuée à l'instant t=0, donne un résultat compris entre 
—p1 et +p1 ? Étudier sommairement la fonction P(p1,0). 
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b. Que devient cette probabilité P(p1,t) si la mesure est effectuée à 
l'instant t ? Interprétation ? 


c. Quelle est la forme du paquet d’ondes à l’instant t = 0 ? Calculer à 
cet instant le produit AX : AP ; conclusion ? Décrire qualitativement 
l’évolution ultérieure du paquet d’ondes ? 


Commentaires. 


Cet exercice constitue un troisième exemple illustrant la caractérisation 
d’une fonction d’onde. La nature de paquet d’ondes de la fonction d’onde Y% 
est claire, elle est composée d’une superposition d’ondes planes d’amplitudes 
A(k) = e-lkl/ko, centrées sur k = 0 (c’est-à-dire p = 0), où ko représente 
la largeur caractéristique du paquet d’ondes (po = ñko est la largeur carac- 
téristique dans l’espace des impulsions) et N la constante de normalisation. 
Il peut être plus naturel d'écrire la fonction d’onde sous la forme : 


+00 
d(x, 0) = nz | dpe-lPl/p0eipæ/h 


La fonction d’onde d’une particule libre, dans un problème à une dimension, est 
donnée à l'instant t = 0 par : 


+00 | | 
yeo) =N | dk e7 IPS 

J — 00 
où ko et N sont des constantes. 


a. Quelle est la probabilité P (p1, 0) pour qu’une mesure de l'impulsion, effectuée 
à l'instant t = 0, donne un résultat compris entre —pı et +p1 ? Etudier 
sommairement la fonction P (pı, 0). 


Posons p = hk © k = Ẹ. On a : 


N +00 | 
p(z, 0) = + dpe-lPl/ñkoeipz/h 


Cependant, d’après la définition de la transformée de Fourier : 


(x 0) = [5 Y Oje ipx/h 
à = D P, 


En identifiant ces deux expressions terme à terme, on obtient : 


: Y(p, 0) = ere es (p,0) = NT -lpl/ħko — -NyZ —|pl/po 
Th 
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Normalisons 4(p, 0) : 


ve 2 p+oo 
ni = 2r N 
D (p.0)7(p, 0)dp = 1 & aae J e-?lpl/rodp = 1 
2 +00 2 e 
E Ar| N| | e—?P/P0qp sia Ar| N| [-20-2r/r0] + si 
h 0 h 5 o 
Ar| N]? po 2 i , 
& ———-18271kINf =18& N= ip 
h 2 Tko|N| T 


En posant y = 0 pour que N soit réel et positif, on obtient : 


= 27 1 
0) = N4/ elPl/po — elPl/po 


et la forme du paquet d’ondes à l’instant t = 0 est représentée sur la figure 3.3. 
La double flèche indiquée sur la figure 3.3 représente la largeur à mi-hauteur. 


La probabilité P (p1, 0) pour qu’une mesure de l’impulsion effectuée à l'instant 
t = 0 donne un résultat compris entre —p; et +p1 vaut donc : 


PA _ 1 pı 
P(p1,0) = D'(p,0)Y(p, 0)dp = = | e- 21/04 p 
=p Po J-pı 


Z 2 É e_?P/P0qp = 2 [De 2/r0| 
2 


Po Jo Po 


Pı 


0 


soit 
P(p1,0) = 1 — e—?P1/p0 


La densité de probabilité |y (p, 0)|? dans l’espace des impulsions est représen- 
tée sur la figure 3.4. La probabilité P(p1,0) est représentée en fonction de pı 
sur la figure 3.5. Elle correspond à la surface sous la courbe comprise entre 


Yp, 0) 
a] 


—poln2 poln2 


FIG. 3.3 — Forme du paquet d’ondes à l'instant t = 0. 
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FIG. 
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7 
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3.4 — Représentation graphique de la densité de probabilité dans l’espace des 


impulsions. 


FIG. 3.5 — Courbe représentative de P(p1, 0). 


3 
—p1 et pı sur la figure 3.4. On peut remarquer que P (2.0) x 95 % et 
5 
P (0) ~ 99 %. 


Pour une fenêtre étroite (pı ~ 0), la probabilité de mesurer une impulsion 
située à l’intérieur de la fenêtre est très faible. Au fur et à mesure que la 
largeur de la fenêtre augmente, la probabilité augmente. Bien sûr, pour une 
fenêtre infiniment large (pı — +00), cette probabilité tend vers 1. 


. Que devient cette probabilité P(p1,t) si la mesure est effectuée à l'instant t ? 


Interprétation ? 
La particule étant libre, sa fonction d'onde (x,t) est solution de l’équation 
de Schrödinger : 


En appliquant la transformée de Fourier à cette équation, on obtient : 


a ip\ ? — ?— 
nton = 2 (2) Tod = Tot) 
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et l’on obtient donc : 


Dpt) = e~t 2mp, 0) 


qui est l’équivalent de 


Gate eTEN R 0) 


On a donc |P(p1,t) = P(p1,0)| : la probabilité pour qu’une mesure de 


l'impulsion donne un résultat compris entre —p1 et +p1 ne dépend pas de 
l'instant auquel la mesure est effectuée. Ceci est dû au fait que l'impulsion 
est toujours constante pour une particule libre, comme dans le cas classique. 


. Quelle est la forme du paquet d’ondes à l’instant t = 0 ? Calculer à cet 


instant le produit AX : AP ; conclusion ? Décrire qualitativement l’évolution 
ultérieure du paquet d’ondes ? 


On a, par définition de Ÿ(x,0) et d’après les résultats de la question a : 


1 Lie L p | 
Ai = ——— dk —|lk|/ko piks — J k,0 ikzdk 
GUEST ʻ Jada o a 


En identifiant ces deux expressions terme à terme, on en déduit l'amplitude 
de la fonction d’onde normalisée : 


1 ; 
g(k,0) = RU 


et la forme du paquet d’ondes à l’instant t = 0 est représentée sur la figure 
3.6. 


Étant donné la symétrie de la figure 3.6, il est clair que (P) = 0. La même 
symétrie est présente dans l’espace des positions, et nous allons montrer que 
le paquet d’ondes est centré en x = 0 de sorte que (X) = 0. 


—ko In 2 ko In 2 


FIG. 3.6 — Forme du paquet d’ondes à l'instant t = 0. 
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Ona: 


De plus, on a : 


I ig l 
,0 = dk —|k|/ko ikr 
y(x, 0) mra E e 
ji 0 m 1 +00 


dk e*/ko eFT 


k=0 ke 
1 (42) 1 A ko +ix) CO 
2x o tig V2rko | =g +ix 
: k=—00 k=0 
© 1 1 1 F2 1 
gä A Se 1 - APS or À 
V2rko | tir -p tit nka r? + z 


ik 


du fait que e+K/ko — 0 lorsque k — Foo et que la fonction k + e’*? est 


bornée. On a donc d’une part : 


FOS 9 de 72 
(x) = Î 24" (æ,0)Y(x, 0)dz = => J A 
—=% TK — 00 (22+ +) 
KZ 
0 
4 re x? 
= < zd? 
Ttk Jo (22+ +) 
Orona: 
1 + 


et 
2 1 2 2 1 
d m OT + — 27 : = + 
2 1 En 2 
Warta (+4) (+3) 
0 
d’où : 


2 
(A7; = fe arctan koz — z 


et, de la même manière : 
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D'autre part : 


+00 
(P?) = (#(0)| P2|#(0)) = Î (U(0)|.P2 Ip) (pw(0))dp 
+00 +00 1. Z 
Š J p?(4(0)/p} (pl (0))dp = Î pT (p, 0)F(p, 0)dp 
pe 2 e 
= p'e-?2Pl/r0qp = — p’e?P/P0dp 
PO J 66 Po 


d’après les résultats de la question a. En effectuant une première intégration 
par parties en posant 


on obtient 


3 +oo +oo +oo 
(P?) = [pre] +m | pe roap| = 2f pe” ?P/P0qp 
po 0 o 0 


En effectuant une seconde intégration par parties en posant 
1 — ,—2p/po = _ PO -2p/po 
{ u'=e a l u 3° 
v' 


on obtient 


+00 +00 +oo 2 
P?\=2 |- Po aaa Po —2p/p0qp| = |- Po "| =" F0 
(P*}= | ar i +3 j e H =ne : 2 


et, de la même manière : 


1 
(P) = = | pe-2Pl/rodp = 0 


et l'inégalité de est donc bien vérifiée. De plus, on a à l’instant t : 


Wat) = = Lf Pp, i)e"? ap = -= =" e a "42m an 


pa —|p|/ħko „ipz/ħ —ip?t/2mh 
= = e e e dp 
T N 
1 TOG É , PES. 
— —|k|/ko ikz —iħk“t/2m 
= ——— e ee dk 
V27ko J. 
+00 fie BR 
z 7 - A e7lkl/koo (x en + 
V ATRO oo 


5 T oT lkl/ko pilke-w(k)t) gk 


V — 
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hk? 
d’après les résultats des questions a et b, avec w(k) = — 


nes 


1 
k pane Ro = ft 
g(k;t) T g(k,0) 
Ce résultat est remarquable. La relation de dispersion indique qu’il y a dis- 
persion au cours de la propagation du paquet d’ondes. La forme du paquet 
d'ondes dans l’espace des k reste la même en l’absence de forces, mais le 
paquet dď’ondes se disperse dans l’espace des positions. Chaque composante 
individuelle du paquet d’ondes se propage à une vitesse différente caractérisée 


par la vitesse de phase vp = Pen ce qui donne sens à cet étalement dans 
m 


l’espace des positions. 
P P 


3.4 Étalement d’un paquet d’ondes libre 


Enoncé. 


On considère une particule libre. 
a. Montrer, en appliquant le théorème d’Ehrenfest, que (X} est une fonc- 
tion linéaire du temps, la valeur moyenne (P) restant constante. 


b. Écrire les équations d'évolution des valeurs moyennes (X 7} et 
(XP + PX). Intégrer ces équations. 


c. En déduire qu'avec un choix convenable de l’origine des temps, l'écart 
quadratique moyen AX est donné par : 


1 
(AXP = (AP) + (AX)? 
où (AX)o et (AP)o sont les écarts quadratiques moyens à l'instant 
initial. 
Comment varie en fonction du temps la largeur du paquet d’ondes (voir § 3-c 
du Complément Gr) ? Interprétation physique. 


Commentaires. 


Cet exercice traite d’une particule libre. Un tel système pourrait être un élec- 
tron d’un gaz d'électrons dans un métal, par exemple, ou même un neutron 
dans un faisceau de neutrons. Il peut donc représenter un système réel, et 
les résultats théoriques présentés ici pourraient être comparés aux résultats 
expérimentaux, avec lesquels ils seraient indubitablement en parfait accord. 
Comme dans le cas de l’exemple précédent, ce paquet d’ondes s'étale, mais 


différemment ici. 


102 


Corrigés des exercices de Mécanique quantique, tome I 


On considère une particule libre. 


a. 


Montrer, en appliquant le théorème d’Ehrenfest, que (X) est une fonction 
linéaire du temps, la valeur moyenne (P) restant constante. 


On a, d’après le théorème d’Ehrenfest, pour une particule libre de masse m : 


d À 
q (4) = = (P) 
d 


SUP) =- (VV(X)) = 0 
La valeur moyenne (P) reste donc constante au cours du temps, exactement 
comme pour une particule libre classique, et l'intégration de la première équa- 
tion nous permet d'écrire : 


(X) = È (Po (E-to) + (Xo 

(X) est donc bien une fonction linéaire du temps si l’on prend to pour origine 
des temps et (X), pour origine des valeurs moyennes de X. 

Ce résultat, qui est issu de la première équation d’Ehrenfest, est exactement 
le même que celui issu de la mécanique classique, à savoir le principe d’inertie. 
C’est dans la seconde équation d’Ehrenfest que des différences vont apparaître 
entre la description quantique du paquet d’ondes et la description purement 
classique. En effet, le théorème d’Ehrenfest en mécanique quantique fait inter- 
venir la valeur moyenne du gradient du potentiel, alors que la mécanique clas- 
sique fait intervenir le gradient de la valeur moyenne du potentiel. Prendre 
la valeur moyenne et appliquer l’opérateur gradient ne sont pas des actions 
interchangeables a priori. 


. Écrire les équations d'évolution des valeurs moyennes (X?) et (XP+ PX). 


Intégrer ces équations. 
On a, d’après le théorème d’Ehrenfest : 


d 


Li 
dt i 


ih 


2 
La particule étant libre, on a H = a et donc : 
m 


(7) = + n 


X E s AE, P?] = (IX, PIP + PIX?, P) 
- = {OX PIX + X[X, PJP + P(IX, PIX + XIX, P))} 


1 10 
= HA PE UAX] XP PX) 
2m m 
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Et l’on a donc : 


De la même manière, on a : 


d 1 
Z (XP + PX) = — ([XP + PX, HÌ) 


et 
1 
2m 
1 
= m (XP, P]P + PIX P, P] + [PX, P]P + P[PX, P]) 
Tri 


(IX, P]P? + 2PIX, P]P + P?IX, P]) = 2 P? 
m 


1 
[XP + PX,H|] [XP + PX, P?] = AER P?]+[PX, P°]) 
m 
1 
m 


Et l’on a donc : 


On a enfin : 


E(P) = TE (P, H) =0 


Par conséquent, du fait que (P*} est constante au cours du temps : 
2 
(XP + PX) = z taAa a a 
dont on peut déduire : 


aj- (PP) (EH) + art- 


c. En déduire qu'avec un choix convenable de l’origine des temps, l’écart quadra- 
tique moyen AX est donné par : 


SD 1 Too 
(AX? = -z (AP)ot + (4X)? 


où (AX )o et (AP), sont les écarts quadratiques moyens à l'instant initial. 
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L'écart quadratique moyen AX à l'instant t vaut, d’après les résultats des 
questions a et b : 

(AXP = (x°)-(x} 
1 1 
= CP?) — to)? + = (XP + PX) (t - to) + (X?) 


2 
- (Ż Pwt- +160) 


= 5 (P?) — (PY) E- to)? + (A2), — (20) 
+> ((XP + PX)5 — 2 (P)o (X)0) (t — to) 


= — (APE — to)? + = ((XP + PX) — 2(P)o (X)o) (t — to) + (AX)? 
En choisissant l'instant initial tọ comme origine des temps, on obtient 
(AX)? = APRE + È (XP 4PX) — 2 (Po (Xh) it (AXE 
En supposant le paquet d’ondes réel, on a : 


Tog h d h d 
(XP+PX), = d(x, 0) (5 + Tte) y(x, 0)dx 


M ES we) (22 Żule.0) + v0) de 


T 


= ET T EENT E E 
, d 


h ] EEP a à 
RE ~ (xy" (x, 0))dz 
zw dE 
Le membre de gauche de cette relation est réel du fait que l’opérateur 
XP + PX est hermitique, tandis que le membre de droite est imaginaire 
pur, ce qui implique (XP + PX), = 0. De la même manière : 


+00 +00 
(Plo = in : d(x,0)dr = F A Pid =0 


ne i dz 2i J- dE 


et l’on obtient donc bien 
1 
(AX }? = (APE + (AXi 


La forme de AX en fonction du temps est représentée sur la figure 3.7. 


Comment varie en fonction du temps la largeur du paquet d’ondes (voir § 3-c du 
Complément Gr) ? Interprétation physique. 

D’après le résultat de la question c, lorsque t augmente à partir de 0, AX augmente : 
cela correspond physiquement à l’étalement du paquet d'ondes. Pour visualiser cet 
étalement, nous pouvons raisonner en termes d’ordres de grandeur sur un électron 
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AX 


(AX )o 


0 


FIG. 3.7 — Forme de AX en fonction du temps. 


d’un métal, qui est une particule libre quantique typique. À t = 0, supposons 
qu’il est localisé au voisinage d’un atome de sorte que AX(0) ~ 1 À. Supposons 
également pour le moment que l’électron est totalement contraint dans les espaces 
des impulsions et des positions, c’est-à-dire qu’il se trouve à la limite de Heisenberg : 


h 
AX(0)-AP(0) = 7 L'évolution du système au cours du temps est régie par les équa- 


tions ci-dessus. La valeur moyenne de l’impulsion demeure constante, de même que 
AP, mais AX augmente. En fait, au bout d’une seconde, AX ~ 600 km ! Bien sûr, en 
réalité, aucun système n’est suffisamment grand pour que l’électron puisse parcourir 
de telles distances, mais cela montre que le paquet d’ondes représentant l’électron 
s'étale très vite, explorant ainsi la totalité du système : l’électron est délocalisé dans 
le métal. 


3.5 Particule soumise à une force constante 


Enoncé. 


Dans un problème à une dimension, on considère une particule d'énergie 
potentielle V(X) = —fX, où f est une constante positive [V(X) a par 
exemple pour origine l’action du champ de pesanteur, ou encore l’action 
d’un champ électrique uniforme]. 
a. Écrire le théorème d'Ehrenfest pour les valeurs moyennes de la position 
X et de l’impulsion P de la particule. Intégrer ces équations ; comparer 
avec le mouvement classique. 


b. Montrer que l'écart quadratique moyen AP ne varie pas au cours du 
temps. 


c. Écrire l'équation de Schrödinger en représentation {|p)}. En déduire 
ð ð 

une relation entre z PVO et zzl PIVON. Intégrer l'équation 
P 


ainsi obtenue ; interprétation physique. 
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Commentaires. 


ja 
© 
[ez] 


La notion de force est essentielle en mécanique newtonienne. Jusqu’à main- 
tenant, la dynamique des systèmes quantiques a été décrite sans utiliser 
de forces. Cet exercice propose d’explorer la notion de force en mécanique 
quantique pour voir si la notion classique y conserve sa signification. 
Comme indiqué dans l'énoncé, la force est ici constante, et cet exercice 
constitue donc un cas particulier, qui ne peut constituer qu’une première 
approche. 


Dans un problème à une dimension, on considère une particule d'énergie potentielle 
V(X) = —-fX, où f est une constante positive [V(X) a par exemple pour origine 
l’action du champ de pesanteur, ou encore l’action d’un champ électrique uniforme]. 


a. Ecrire le théorème d’Ehrenfest pour les valeurs moyennes de la position X 
et de l'impulsion P de la particule. Intégrer ces équations ; comparer avec le 
mouvement classique. 


D’après le théorème d’Ehrenfest, on a : 


d 1 
ag (À) = (P) 
d 


— P = — á X = 

S (P)=- VX) =f 
L'intégration de la seconde équation donne : 

(P) = f(t — to) + (Po 
et l'intégration de la première équation donne : 


(X= t-t tE Pht- 


Cette relation implique : 


q’ d 
mas (X)= + P)=f 

qui correspond à l'équation du mouvement (deuxième loi de Newton ou 
principe fondamental de la dynamique) d’une particule classique soumise à 
une force f. Il est important de se souvenir ici que X et P sont les opérateurs 
position et impulsion, et que c’est leur valeur moyenne qui satisfait aux équa- 
tions classiques du mouvement. Malgré cela, on peut remarquer que le centre 
du paquet d’ondes obéit parfaitement à la deuxième loi de Newton. La se- 
conde équation d’Ehrenfest n’introduit ni différence ni subtilité par rapport 
au cas classique. Mathématiquement, cela provient du fait que le gradient 
du potentiel (c’est-à-dire la force) est constant. Nous l’avons déjà mentionné 
dans l'exercice précédent. 
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b. Montrer que l'écart quadratique moyen AP ne varie pas au cours du temps. 


Ona? 
À Gp?) = L (P, m) = L (P, VO) = LÉ (IX, P) = 2f (P) 
dt ih i ih j E aa o 
du fait que V(X) = — fX, et lon a donc : 
(AP)? = (P?) {P}? > (AP) = È (P?) -2 (P) È (P) = 2f (P) -2f (P) =0 


d’après les résultats de la question a, et l'écart quadratique moyen AP ne 
varie donc pas au cours du temps. La force étant constante, elle agit sur 
chaque composante du paquet d’ondes de la même manière. Ses caractéris- 
tiques demeurent donc les mêmes. 


c. Écrire l'équation de Schrödinger en représentation {|p)}. En déduire une rela- 
tion entre TOI et LOIS Intégrer l’équation ainsi obtenue ; 
interprétation physique. 

L’équation de Schrödinger donne : 


d P 


ma AO = n AO — FX e 


En multipliant par (p| à gauche, cette équation devient 


2 
hÈ) = (ol = O) — F lX W) 


On en déduit donc, en représentation {|p}} : 
49 BE PE. 
iiag PU = im PVC) — fih PVEN 


d 
du fait que l'opérateur X agit comme ile en représentation {|p)} d’après 


le Complément Er. En prenant la conjuguée hermitique de cette équation, 
on obtient : 


-inZ (O Ip) = WO) + Lin (CO) 


En multipliant la première équation par (#(t)[p) et la seconde par (pl#(t)) 
puis en faisant la différence des deux, on obtient : 


WOE (PDO) + DEWO) 
= -f WOE) + o EWO) 


© 


p 
i Le KYE lp) (pli (E))] + $ KYE lp) plv) = 0 
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soit 
SIDE + FEIO = 0 


Nous avons montré à la question a que le mouvement de la particule est régi par 
les mêmes équations qu’une particule classique. Or on a, dans le cas classique : 


dp 

Æ = f&p=p+ ft 

g Tepp] 
en choisissant pour origine des temps l'instant t = 0. La relation précédente 
devient alors 


(2rd) =0s (2+2 DICO TUE 
On a alors 


Lely)? = |{pol#(0))? = Ip- ftl (0))1? 


L’amplitude de probabilité | (ply (t)}|? se déplace donc vers la droite (p aug- 
mente lorsque t augmente) à la vitesse f et sa forme ne change pas au cours 
du temps (du fait que |{pl#(#))2 = (poly (0))[). 

On peut comparer cette équation à la dérivée particulaire en mécanique des 
fluides. Le fluide est ici la densité de probabilité, et cette équation reflète l’idée 
physique selon laquelle la densité de probabilité dans l’espace des impulsions 
demeure constante lorsqu’on suit l’évolution du paquet d’ondes, comme pour 
un fluide incompressible. Son évolution se fait donc sans aucune distorsion. 
Ce résultat est en parfait accord avec le résultat de la question b. 


3.6 Fonction d’onde à trois dimensions 


Enoncé. 


On considère la fonction d’onde à trois dimensions : 


kel lul la 
nm D Xc 


p(x, y, z) = … 


où a,b,c sont trois longueurs positives. 
a. Calculer N pour que #Ÿ soit normée. 


b. Calculer la probabilité pour qu’une mesure de X donne un résultat 


compris entre 0 et a. 


c. Calculer la probabilité pour que des mesures simultanées de Y et de 


Z donnent des résultats compris respectivement entre —b et +b, et —c 
et +c. 
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d. Calculer la probabilité pour qu’une mesure de l’impulsion donne | 
un résultat compris dans l'élément dp,.dp,dp, centré au point 


Pæ = Py = 0; pz = h/c. l 


Commentaires. 


Cet exercice ressemble à l'exercice 1 par son approche, mais traite d’un sys- 
tème à trois dimensions. 

Le paquet d’ondes est centré sur l’origine et a une extension spatiale carac- 
téristique de a selon Ox, b selon Oy, et c selon Oz. 


Corrigé. 
On considère la fonction d’onde à trois dimensions : 


fiel, bi 
j 7 7 2a 2b 2c 
plt] = Ne 
où a, b,c sont trois longueurs positives. 
a. Calculer N pour que y soit normée. 


1) est normée si et seulement si : 
+00 +65 +60 
Li L(æ, y 2)U(a y, 2)drdydz = 1 
—60 — 00 —00 


E lul a] 
+00 +00 +R = Fr ri 
NE f J gL” © J'ax dydz = 1 


æ—=+00 Y=+00 2=+00 
& 8N)? [-ae-*/*] i [-be=/”] : [-ce-/°] = 
g= y= 


e? 


& 8N Pabe=16 N= 


il 
V8abc 


En posant y = 0 pour que N soit réel et positif, on obtient : 


1 
vy 8abc 


On peut vérifier aisément que le carré de la fonction d’onde a la dimension 
de l’inverse d’un volume, ce qui est prévisible pour une densité de probabilité 
à trois dimensions. 


N= 
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b. Calculer la probabilité pour qu’une mesure de X donne un résultat compris 


entre 0 et a. 


La probabilité pour qu’une mesure de X donne un résultat compris entre 0 
et a vaut, d’après le résultat de la question a : 


HA zZ 
me [elle 
e 


1 T=6 y=+00 2=+ m b é | 
— d 
T J J. f. dx dy dz 


1 a 2 to — 
= — e ar f e 
2abc 0 0 


1 gs Y=+00 Zz=+00 
= le IL He Le 
| ae e ce 


g= y=0 z=0 
i= —1 
= = — x 31,6% 


Compte tenu des symétries par rapport à l’origine, il est facile d’en déduire 
que la probabilité de trouver la particule en x € [—a, a] est de 63,2 %, ce qui 
correspond effectivement à l’idée initiale et intuitive selon laquelle l’extension 
caractéristique de la fonction d’onde est égale à a selon Ox. 


Calculer la probabilité pour que des mesures simultanées de Y et de Z don- 
nent des résultats compris respectivement entre —b et +b, et —c et +c. 


La probabilité pour que des mesures simultanées de Y et de Z donnent des 
résultats compris respectivement entre —b et +b, et —c et +c vaut, d’après le 
résultat de la question a : 


T 
1 g=400 y=+b z=+c 2 + fl + A 
Í | e © J'ax dydz 
y z 


1 +oo E p 1% c A 
= T. e ade f e bay | e cdz 
abc 0 0 0 


xr=+ y=b s=è 
- rad [el [ce] 
abc g= y=0 2 


= (=e) &400% 


On peut aussi aboutir à ce résultat en exploitant les rôles symétriques de a, b 
et c pour x, y et z, respectivement. La probabilité de trouver la particule en 
y € [-—b, b] est de 63,2 %, et la probabilité de trouver la particule en z € [-c, c] 
est de 63,2 %. Enfin, la probabilité de trouver la particule en y € [—b, b] et 
z € [-c, c] est de 0,632? ~ 0,400, soit 40,0 %. 


Calculer la probabilité pour qu’une mesure de l’impulsion donne un résultat 
compris dans l'élément dp,dp,dp, centré au point px = py = 0; pz = h/c. 
La transformée de Fourier de y(x, y, z) a pour expression générale : 


— 1 ak ea hits és iéé 
Tipe, Pupe) = ner | f px, y, zje "Pen TPY TP8 dx dy dz 


= 
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et en particulier 


_— h +oo +00 i ir se 
yp (o, Ü, ») = arh) SR 1 L f» EREA dz dy dz 


+00 +00 +00 
p helada | a e-lz|/2c—-iz/cgz 
E ñ)3/2 | — 00 Le 


1 ‘A —æ/2aq T —y/2bq 
= — e T e 
2V'abe(rħ)3/2 Jo 0 * 


0 í +oo s 
x [/ e7/2eiz/edz + f anaie teii 
—00 0 


I z=+00 y=+00 
_ 2 PM] [2 marat 
2V'abc(rñ)3/2 | iji æ=0 i y=0 
e7/2c—iz/c zeo e77/2c—iz/c a 
SITE di es er 
2c c p ES 2c © #=0 
2ab + Z 8abc 


Vabc(rh)3/2 (y $ b 7 5Vabe(rh)3/2 


bz/2c 


d’après le résultat de la question a et du fait que e7 — 0 lorsque z — F 


et que la fonction z + e—{%/€ est bornée. On a donc : 


= h 8V'abc 
j (00.5) = SaR 


8 


et la probabilité recherchée vaut donc : 


25733 


7 AEN ħ 4 
Y (0.0. +) Y (o0. :) PT it DU 
Ce C 


On peut vérifier aisément que ce résultat probabiliste est adimensionnel, 
comme prévu. 

On peut remarquer que, lorsque c augmente, c’est-à-dire pour une plus grande 
extension spatiale selon Oz, alors la probabilité [#(0,0,p. = ñ/c)[? augmente, 


h 
y compris lorsque — — 0. Cela signifie que la distribution dans l’espace des 


phases est piquée pour de grandes extensions spatiales, comme prévu. 


3.7 Fonction d’onde générique à trois dimensions 


Enoncé. 


Soit Y(x,y,z) = y(r) la fonction d'onde normée d’une particule. Exprimer 
en fonction de y(r) la probabilité pour que : 
a. Dans une mesure de l’abscisse X, on trouve un résultat compris entre 
æ1 et Lo. 
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b. Dans une mesure de la composante P, de l'impulsion, on trouve un 
résultat compris entre pı et p2. 


c. Dans des mesures simultanées de X et P,, on trouve : 


T1 ST T2 
Pz 20 


d. Dans des mesures simultanées de Py, P}, Pz, on trouve : 


Pı < Px S p2 
P3 S Py < PA 
P5 < Pz < P6 


Retrouver le résultat de b lorsque p3, ps — —00:; p4, pe — +00. 
1 


v3 


on trouve un résultat compris entre u1 et uz. 


e. Dans une mesure de la composante U = (X +Y +Z) de la position, 


Commentaires. 


Cet exercice ne peut être abordé avant d’avoir résolu l'exercice précédent 
du fait qu’il en utilise les résultats. Cet exercice généralise le précédent. 
Il est basé sur le formalisme de la mécanique quantique. Il est important 
d'interpréter l’idée physique, l'énoncé dans ce cas, sous la forme d’une équa- 
tion mathématique en utilisant les notations nécessaires. Le but de cet exer- 
cice est de prendre l’habitude d’associer des équations et de comprendre leur 
signification en termes d’idées physiques. 


Soit d(r,y,z) = y(r) la fonction d'onde normée d’une particule. Exprimer en 
fonction de #(r) la probabilité pour que : 


a. Dans une mesure de l’abscisse X, on trouve un résultat compris entre zı et 
T2. 


Cette probabilité vaut : 


T=T2 y=+20 z Hoo 


b. Dans une mesure de la composante P, de l'impulsion, on trouve un résultat 
compris entre pı et p2. 
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Cette probabilité vaut : 


Pa=P2  fPy=+oo — = 
J J Ÿ (Pas Pys P) PPr: Pys Pz) dpedpydp 
Pp Pp 


æ—P1 ÿ—— 00 


où Y(Pz, Py, pz) est la transformée de Fourier à trois dimensions de (x, y, z) 


A 1 T—=+ Hoo z=+00 e sj P 
Y(Pz, Py, pz) = sr | f f deu, aje esteuitre#)/ he du de 


c. Dans des mesures simultanées de X et P,, on trouve : 


T1 ST S T2 
pz 20 


Cette probabilité vaut : 


a J W (x, y, z)b(x, y, z)dx dy dz 


2 


d. Dans des mesures simultanées de P}, P}, Pz, on trouve : 


Ki p U (Pa, Py, P=)Ü (Pas Py, Pz)dprdpydpz 
== P. p 


y==00 „=0 


t 


Pi < Pz < p2 
P3 S Py < Pa 
Ps < Pz < Pe 
Retrouver le résultat de b lorsque p3, ps — — 00; p4, pe — +00. 


Cette probabilité vaut : 


Px =Pp2 Py =Pa4 Pa=Pe i _ 
J | i Ÿ (Pas Pys Pz) D (Pos Pys Pz)dPrdPydPz 
P Pp Pz 


y =P3 


EP 


et l’on retrouve bien le résultat de b lorsque p3, ps — —00; p4, pe — +00. 


1 
g“ +Y + Z) de la position, on 


trouve un résultat compris entre u1 et u2. 


e. Dans une mesure de la composante U = 


Cette probabilité vaut : 


+00 z=u2 V3—x r 
W Wi J yis y, z)p(e,y;zjdzdydz 


ui V3-2—7y 


Dans ce cas, il existe une contrainte sur l’un des trois degrés de liberté. Nous 
supposons qu'il s’agit de z, mais il aurait pu s’agir de x ou y de manière 
totalement équivalente. 
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3.8 Courant de probabilité 


Enoncé. 


Soit J(r) le courant de probabilité associé à une fonction d’onde (r) 
décrivant l’état d’une particule de masse m [Chapitre II, relations (D-17) 
et (D-19)|]. 

a. Montrer que : 


m f èrs) = (P) 
où (P) est la valeur moyenne de l'impulsion. 


b. On considère l'opérateur L (moment cinétique orbital) défini par 
L = R x P. Les trois composantes de L sont-elles des opérateurs 
hermitiques ? Etablir l'égalité : 


m f arle x J(r)] = (L) 


Commentaires. 


Cet exercice propose de lier le concept de densité de probabilité à de vraies 
observables de mécanique quantique, ce qui offre de nouvelles possibilités 
d'interprétation des résultats. Le courant de probabilité, également appelé 
flux de probabilité, est un vecteur réel décrivant le flux de probabilité au sein 
du système ; il est lié à la fonction dďd’onde de la particule. Si l’on assimile 
la probabilité à un fluide hétérogène, le courant de probabilité correspond 
alors au débit d’un tel fluide. Pour mieux visualiser le courant de probabilité, 
cet exercice propose un raisonnement qui conduit à des résultats analogues 
aux résultats classiques de la mécanique des fluides. Souvenons-nous que 
l'équation régissant l’évolution de la densité de probabilité en mécanique 
quantique est totalement comparable aux équations de conservation (charge, 


masse, énergie, etc.) en physique classique. 


Soit J(r) le courant de probabilité associé à une fonction d'onde y(r) décrivant 


l’état d’une particule de masse m [Chapitre II, relations (D-17) et (D-19)]. 
a. Montrer que : 
m J ar30) =(P) 
où (P) est la valeur moyenne de l'impulsion. 


D’après la relation (D-19) du Chapitre III, on a : 


J(r) = (K(r)) = = (lr) (r| P + P |r) (rl) 
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et l’on peut donc en déduire : 
m f èrs) : 5 Jar Ur) GP) + ifer (Pr) i 
= 3 far GIP he) +3 f aèr (P e) (l) 


et, en sommant sur tout l’espace, ce qui est équivalent à une relation de 
fermeture sur l’espace des positions, on en déduit : 


m f aèr Ile) = $ (WIP I) + Z (UP lu) = (P) 


Le fait que J et P soient liés n’est pas surprenant si l’on se souvient que la 
densité de flux j en mécanique des fluides est liée à la densité p du fluide et 
à la vitesse v du fluide via j = pv et que l'impulsion classique est donnée 
par p = mv. Le flux de probabilité, ou courant de probabilité, est alors 
naturellement fortement lié à l'impulsion. 

Dans le cas particulier d’une onde plane monochromatique, on a : 


hk 
mJ = my? = mov 


qui est parfaitement identique à l’équation de mécanique des fluides j = pv, 
en posant p = m|y|?. 


b. On considère l'opérateur L (moment cinétique orbital) défini par L = R x P. 
Les trois composantes de L sont-elles des opérateurs hermitiques ? Etablir 
légalité : 


m far x J(r)] = (L) 


La complexité des équations qui suivent provient du fait que l’on considère 
simultanément les trois composantes de L. On peut parvenir au même résultat 
en commençant par considérer l’une des composantes, puis en en déduisant 
des résultats similaires pour les autres par permutation circulaire. Par défi- 
nition de l'opérateur L, on a : 


Ls =YP,- ZP, 
Ly = ZP, — XP; 
L,=XP,-YP, 


et l’on a donc : 


LÌ =(YP.) — (ZP)? = PÎYT = P} Zt = PY — P,Z = Y P; — ZPy = La 
Lİ, = (ZP)? —(XP,) = PÌZÝ — PIX = PZ — PX = ZP; — XP, = Ly 
L} = (XP)! — (Y Ps)? = PI Xt — PIYT = PyX — PsY = XPy — Y Ps = Lz 
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du fait que : 


e les composantes X,Y,Z de R et Pr, Pj, P; de P sont des opérateurs 


hermitiques, 
o [Ri F;] = thig 


On peut donc en déduire que les trois composantes de L sont des opérateurs 
hermitiques. On a de plus, d’après la relation (D.17) du Chapitre III : 


zwo) 


h 
JG) = zz V VE) — yr) Vy ()] 
mi 
soit à à 
CAE ma ACA — dr)" (r) 
Ios | EG) — 60) Tu () 
DL UC) -veue 
Oz Oz 
On peut ainsi en déduire 
= 4) Zy) 
txJ) = = OE -vw y” (r) 
va) Zua) - ne @) 
we (vga) ab) -vo (siro 
= = we) (zu MEON ACC CE. 10) 
CIC ro avt) va) M OT O) 


we) (vt Zuo -42u 


D(F 
ve) (et Zya) -yt . 


= 
(Smet r| Pl) —2 


1 (rl Py 6) + (rl) (y (1 Pe |r) 
= zg | le) (2 (r| Pa |W) — æ (rl Pa 14) + (rl) (2 (I Pe |r) — x 
(plr) (æ (rl Py 14) — y (el Pa 1)) + (rl) (æ (H| Py lr) — 
1 (OR) (lY Pe — ZPy p) + (rlt) (HI P-Y — PZ |r) 
= zy | (wir) (r| ZPe — XP. b) + (rl) (V| PZ — P. X |e) 
m Aele) GX Py — Y Pa |) + (rl) (pl Py X — Pa Y |r) 
1 (ir) Œl La lb) + (WI L} Ir) (el) 
= zz | (in (el Ly Y) +l, le) (rl) 
(ple) rl Le lp) + (Wl L} Ir) (rl) 
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d’après les résultats précédents. Or nous avons montré que les trois com- 
posantes de L sont des opérateurs hermitiques, d’où 

4 f (E) l La b) + l Le le) (lu) 

rx Jr) = z À (le) (el Ly 9) + (ul Ly le) œ) | 

\ Gr) (l Lz lb) + (l Lz le) l) 


En multipliant enfin cette expression par m et en l’intégrant sur r tout en 
utilisant la relation de fermeture, on obtient : 


( f riyle) (el Laly) + f dr (| Le le) lb)” 


m f rte x a@) J Erue l Lyle) + f ar Qu Ey e) Clg) 


| S Erle) (el Le te + f aèr ui E 1) «rh 
{ol Le 6) + CO Leu) {I Le li) 
= i| (Lo + lE) |=| Ew 


2 À wr + rlo A A El) } 


et lon a donc bien 


Ce résultat quantique a également un équivalent classique. Tout d’abord, le 
moment cinétique orbital décrit le mouvement de rotation autour d’un axe à 
une vitesse angulaire w. Un résultat bien connu pour les systèmes classiques 
est que le moment cinétique orbital est proportionnel à la vitesse angulaire. 
De plus, l'expression r x J est apparentée à V x J, c’est-à-dire au rotationnel 
de J. Le résultat quantique ci-dessus est donc analogue à V x v = w, qui 
est l’équation régissant le champ des vitesses dans un flux rotationnel. Nous 
proposons donc l'interprétation suivante de l’équation quantique à partir de 
cette analogie : dans le cas d’un moment cinétique orbital non nul, le courant 
de probabilité entoure le moment cinétique orbital, de la même manière que 
les lignes de courant entourent le vecteur vorticité dans un flux rotationnel. 


L’analogie peut, une fois de plus, être poussée plus loin dans le cas d’une onde 
plane monochromatique. De la même manière que J(r) est l’analogue de pv 
en mécanique des fluides, c’est-à-dire de l'impulsion par unité de volume du 
fluide E, r x J(r) est analogue de r x pv(r) = —, c’est-à-dire du moment 
cinétique orbital par unité de volume du fluide. Il est possible de travailler 
en représentation {|r)} en utilisant J(r) = (K(r)) = n (|r) (r| P +P |r) (r|) 
comme à la question a, ce qui peut faciliter les calculs. 
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3.9 Description complète d’un état quantique à 
l’aide de la densité de probabilité et du courant 
de probabilité 


Enoncé. 


On se propose de montrer que l’état physique d’une particule (sans spin) 
est complètement déterminé par la donnée de la densité de probabilité 
p(r) = [Y(r)l? et du courant de probabilité J(r). 

a. Supposons la fonction #(r) donnée, et soit é(r) son argument : 


va) = Vae 


Montrer que : , 
J(e) = pt) VE(r) 


En déduire que deux fonctions d’onde donnant la même densité p(r) et 
le même courant J(r) ne peuvent différer que par un facteur de phase 
global. 


b. On se donne des fonctions p(r) et J(r) arbitraires ; montrer qu’on ne 
peut leur associer un état quantique y(r) que si V x v(r) = 0, où 
v(r) = J(r)/p(r) est la vitesse associée au fluide de probabilité. 


c. On suppose maintenant que la particule est soumise à l’action d’un 
champ magnétique B(r) = V x A(r) [voir, Chapitre III, la définition 
(D-20) du courant de probabilité dans ce cas]. Montrer que : 


Jz PU hwec) — qA(r)] 


et : 


Commentaires. 


Cet exercice révèle la complémentarité entre les notions de densité de 
probabilité et de courant de probabilité pour décrire l’état quantique du sys- 
tème dans sa totalité. Jusqu'à maintenant, les deux notions ont été étudiées 
et interprétées indépendamment ; cet exercice les regroupe, offrant ainsi une 
méthode de synthèse claire. Il s’agit d’un résultat important du fait que tous 
deux représentent des concepts relativement intuitifs qui nous aident à nous 
représenter le système physique : la densité de probabilité donne une idée de 
là où l’on peut trouver la particule dans l’espace, et le courant de probabilité 
indique le flux de probabilité. 
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On se propose de montrer que l’état physique d’une particule (sans ie est com- 
plètement déterminé par la donnée de la densité de probabilité p(r) = |y(r)|? et 
du courant de probabilité J(r). 


a. Supposons la fonction y(r) donnée, et soit (r) son argument : 


vie) = VJe 


Montrer que : 
h 
J(r) = —p(r)Vé(r) 
m 
En déduire que deux fonctions d’onde donnant la même densité p(r) et le 
même courant J(r) ne peuvent différer que par un facteur de phase global. 


On a, d’après la relation (D-17) du Chapitre II : 


Ie) = Erefut (tvu) } 


= Lef prono? ( Z PERES es) 


2Vp(r) 


1 ħ 
= ref VO) + ho)VE() 
m 2i 
soit 
J@) = Žo) Vel) 
r) = pt r 
Ainsi, si l’on considère deux fonctions d'onde y(r) = pirje) et 
Yo(r) = y/p2(r) e) donnant la même densité p1(r) = pa(r) = p(r) et 


le même courant Jı (r) = J2(r), on a : 


nE) =E) e Žoe)Val) = pr) VE (r) 


avec a une constante, et l’on a donc : 


yale) = y plr) = prets) = y (rje? 


et les deux fonctions d’onde ne diffèrent donc que d’un facteur de phase global. 
Comme en optique, deux fonctions d’onde issues de la même source ne dif- 
fèrent que par leur déphasage, qui est la seule quantité mesurable en inter- 
férométrie. On peut remarquer que le résultat ci-dessus est directement com- 
parable au résultat de mécanique des fluides classique : j = pv, où p est la 
densité du fluide et v sa vitesse. Dans cette analogie, la vitesse classique est 
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Vé(r) 


est l’analogue de Vé(r). Écrire p = Vé(r) nous rappelle l'expression de 
l'impulsion dans la théorie de Hamilton-Jacobi en mécanique classique, où 
£(r) représente la fonction principale de Hamilton. 


l’analogue de , ce qui revient à dire que l’impulsion classique p = mv 


. On se donne des fonctions p(r) et J(r) arbitraires ; montrer qu’on ne peut 


leur associer un état quantique y(r) que si V x v(r) = 0, où v(r) = J(r)/p(r) 
est la vitesse associée au fluide de probabilité. 


Le facteur de phase local £(r) dépend de la densité de probabilité p(r) et du 
courant de probabilité J(r) via la relation obtenue à la question a : 


IE) = Lor)Ve(r) e Vel) = MIO 2 Rve) 


Or le rotationnel du gradient est toujours nul, donc on a nécessairement : 


NC LERCEU 


et l’on ne peut donc associer un état quantique #(r) à p(r) et J(r) que si 
Va viri=i 
La vitesse v(r) est donc irrotationnelle, ce qui revient à dire que v dérive 


ħ 
d’un « potentiel >» —E(r). 
m 


. On suppose maintenant que la particule est soumise à l’action d’un champ 


magnétique B(r) = V x A(r) [voir, Chapitre III, la définition (D-20) du 
courant de probabilité dans ce cas]. Montrer que : 


j2) 


m 


[AVE(r) — gA(r)] 
et : 
V x v(r) = -ŻB(r) 


m 


On a dans ce cas, d’après la relation (D-20) du Chapitre II : 


J(r) 


Il 

| 

D 

© 
US, 
S 
>| æ 

< 

| 

Q 
Fa 
Es 
S 
+, 


l 
mel 
Oo 
Er, 
km 
T 
= 
H 
À 
F 


1 Vo(r eise) i r)VE( net) 
rte Ve VPO 


hp(r)VE(r) — gA(r)p(r)] 
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soit 


Le facteur de phase local £(r) dépend donc de la densité de probabilité p(r), 
du courant de probabilité J(r) et du potentiel vecteur Ar) via la relation 


précédente : 
_ PE) A -mI aarja Cat 
J(r) = r RAVÉ(r) — qA(r)] & Vlr) = FAM G = z VG)+EA(r) 


Or le rotationnel du gradient est toujours nul, donc on a nécessairement : 


V x Vél) =0 e ZV x v(r)+ $V x A(r) = 0 


Ce résultat nous rappelle une fois de plus un résultat classique bien connu, à 
savoir le fait que les trajectoires des particules chargées entourent les lignes 
de champ magnétiques. 

Le potentiel vecteur modifie le flux du courant de probabilité pour des par- 
ticules chargées de masse non nulle. De telles particules sont déviées (et leur 
courant de probabilité, modifié) en présence d’un champ magnétique. 


3.10 Théorème du viriel 


Enoncé. 


a. Dans un problème à une dimension, on considère une particule 
d’hamiltonien : 


P? 
H = — +V(X) 
2m 
où : 
V(X) = AX" 


Calculer le commutateur [H, XP]. S'il existe un ou plusieurs états sta- 
tionnaires |) dans le potentiel V, montrer que les valeurs moyennes 
(T) et (V) des énergies cinétique et potentielle dans ces états vérifient 
l'égalité : 2(T) =n(V). 


b. Dans un problème à trois dimensions, H s'écrit : 


P? 
H = — +V (R) 
2m 
Calculer le commutateur [H,R - P]. On suppose que V(R) est une 
fonction homogène de degré n des variables X,Y, Z. Quelle relation 
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existe-t-il nécessairement entre l’énergie cinétique et l'énergie poten- 
tielle moyennes de la particule dans un état stationnaire ? 


Application à une particule se déplaçant dans le potentiel 
V(r) = —e?/r (atome d'hydrogène). 

N.B. On rappelle qu’une fonction homogène V, de degré n, des vari- 
ables x, y et z satisfait par définition : 


V(ax, ay, az) = a”V (x,y,z) 
et qu'elle vérifie l’identité d’Euler : 


AH SABRE ES V( z) 
"r y Aa T NA 


c. Considérons un système de N particules, de positions R; et 
d’impulsions P; (i = 1,2,..., N). Lorsque leur énergie potentielle est 
une fonction homogène (de degré n) de l’ensemble des composantes 
Xi, Yi, Zi, peut-on généraliser les résultats obtenus plus haut ? Applica- 
tion : on étudie une molécule quelconque, formée de noyaux de charges 
— Ziq et d'électrons de charge q. Toutes ces particules interagissent 
deux à deux par les forces de Coulomb. Dans un état stationnaire 
de la molécule, quelle relation existe-t-il entre l'énergie cinétique de 
l’ensemble des particules et leur énergie d’interaction mutuelle ? 


Commentaires. 


Comme son nom l'indique, cet exercice traite du théorème du viriel. Ce 
théorème s’applique facilement, en mécanique classique, à des états gravi- 
tationnellement liés. Pour un potentiel newtonien en r71, le théorème du 
viriel montre que 2(T} = —(V} pour des trajectoires elliptiques. Ce résultat 
a un équivalent quantique, comme nous allons le voir pour le mouvement lié 
d’un électron dans un atome d’hydrogène, c’est-à-dire d’un électron placé 
dans un potentiel électrostatique newtonien attractif. 


a. Dans un problème à une dimension, on considère une particule d’hamiltonien : 


P? 
H = — / (X 
2m PEE 
Où : 
V(X) — XX”? 


Calculer le commutateur [H, XP]. S'il existe un ou plusieurs états station- 
naires |p) dans le potentiel V, montrer que les valeurs moyennes (T) et 
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(V) des énergies cinétique et potentielle dans ces états vérifient légalité : 


2(T)=n(V). 
On a : 
[H,XP] = [H,X]P+X[H,P] 
= {PA X]P + [V(X), X]P + -=X [P?, P] + XIV(X),P| 
= -> ix, P?]P + XX[X*, P] = -Zp + XX (ifinX" 1) 


du fait que [P,G{(X)] = —-iñG'(X) d’après la relation (48) du Complément 
Bır, avec ici G(X) = X”. On a donc 


LH, XP] = ih -Z + nv) 


Supposons qu’il existe un état stationnaire |p} dans le potentiel V associé à 
lénergie E. On a alors : 


H |p) = E |p) 
On peut alors calculer que 


II 


(H, X P)) (p| [H, XP] |p) = (p| (HXP — XPH) |p) 


= (p| HXP |p) - (y| XPH |p) = E (Y| XP |p) - E (p| XP |p) =0 


et l’on peut donc en déduire, d’après l'expression précédente : 


(= $ nv(x)) 042 (E) =n (V(X)) |2 (T) = n(v)] 


Ce résultat est le même que celui calculé dans l’exercice 9 du Chapitre II ; 
les mêmes commentaires peuvent être faits, en particulier que le résultat 
quantique est rigoureusement le même que le théorème du viriel en mécanique 
classique. 


b. Dans un problème à trois dimensions, H s'écrit : 


2 
H = Le +V(R) 
2m 
Calculer le commutateur [H, R - P]. On suppose que V(R) est une fonc- 
tion homogène de degré n des variables X,Y,Z. Quelle relation existe-t-il 
nécessairement entre l’énergie cinétique et l’énergie potentielle moyennes de 
la particule dans un état stationnaire ? 


Application à une particule se déplaçant dans le potentiel V(r) = —e?/r 
(atome d'hydrogène). 

N.B. On rappelle qu’une fonction homogène V, de degré n, des variables x, y 
et z satisfait par définition : 


V(ax, ay, az) = a" V(x,y,2) 
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et qu'elle vérifie l’identité d’Euler : 


OV 
Er + Du + ET = nV (x, y, z) 


Oua: 
P? 
[H,R:P] = Z +V(X,Y, Z), XPs +Y Py + ZP: 
PRE E Jor laee] r a 


2m 

+IV(X,Y, Z), XP] + [V (X,Y, Z), Y Py] + [V (X,Y, Z), ZP- 

e = (2 x| Pa + #4 By [P2,2] P.) 

+X [V(X,Y, Z), Ps] + Y [V(X,Y, Z), Py) + ZIV(X, Y, Z), Pa] 
ih OV ƏV ƏV 


ME TE EE oV 
T (Ph+ P3 +P?) +in(x ayz 


p— 


en utilisant la relation (48) du Complément Br. V(R) étant par hypothèse 
une fonction homogène de degré n des variables X, Y, Z, on en déduit 


Supposons qu’il existe un état stationnaire |p} dans le potentiel V associé à 
lénergie E. On a alors : 


H |p) = El) 
On peut alors calculer que 
([H,R:P]) = (y|[H, R; P] |p) = (p| (HR - P - R - PH) |p) 
(P| HR- P |p) - (Y| R: PH |y) = E (4| R- P |p) - E (|R - P |p) = 0 


et l’on a donc nécessairement, d’après l’expression précédente de [H, R- P] : 


(= +nv(R)) 209 TES, = n (V(R)) |2 (T) = n (V) | 


ž 2 
Dans le cas où V(r) = 2 on a V (ar) = = = a 1 V(r) et V(r) est donc 
3 F 


bien une fonction homogène de degré n = —1. Le théorème du viriel s'écrit 


dans ce cas : 
2 (T) =- (V) |2 (T)+ (V) =0 


Il s’agit du même résultat que si l’on applique le théorème du viriel en 
mécanique classique dans un problème où le potentiel est proportionnel à 


1 à : ; i 
—, par exemple pour une particule chargée dans un potentiel coulombien. 
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c. Considérons un système de N particules, de positions R; et d’impulsions P; 
(i=1,2,..., N). Lorsque leur énergie potentielle est une fonction homogène 
(de degré n) de l’ensemble des composantes X;, Y;, Zi, peut-on généraliser les 
résultats obtenus plus haut ? Application : on étudie une molécule quelconque, 
formée de noyaux de charges —Z;q et d'électrons de charge q. Toutes ces 
particules interagissent deux à deux par les forces de Coulomb. Dans un état 
stationnaire de la molécule, quelle relation existe-t-il entre l’énergie cinétique 
de l’ensemble des particules et leur énergie d'interaction mutuelle ? 


L'énergie potentielle de chaque particule est une fonction homogène de degré 
n de l’ensemble des composantes X;, Y;, Zi. D’après les résultats de la question 
b, on a donc pour chaque particule à : 


2 (Ti) =n (Vi) 


En notant (T) et (V) l'énergie cinétique totale et l’énergie potentielle totale 
de tout le système, on a donc : 


et l’on peut donc généraliser les résultats obtenus plus haut à un système de 
N particules. 


Si l’on étudie maintenant une molécule quelconque, formée de noyaux de 
charges —Z;q et d'électrons de charge q : 


e chaque noyau à (i € [1, N]) est soumis à : 


o un potentiel répulsif dû à son interaction avec les autres noyaux j 
(j € [L, N], j Æ i), de la forme 


1 Z:Zq° 


Vs = 
? ÅTE0 |R; — R;| 


o un potentiel attractif dû à son interaction avec tous les électrons k 
(k € [1, N'], avec N’ # N dans le cas d’un ion), de la forme 


1 Ziq° 


Vs =- 
á ÂTE0 IR; — R;| 


e chaque électron k (k € [1, N']) est soumis à : 


o un potentiel attractif dû à son interaction avec les noyaux i 
(i € [1, N]), de la forme 


1 Ziq° 


Vins = Vki = | Aro IR} — Rl = R;l 
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o un potentiel répulsif dû à son interaction avec les autres électrons 
l (Le [1, N'], l # k), de la forme 
1 g 


Vik = — = 
Fe ÂTEO |R — R;| 


Tous les potentiels sont des fonctions homogènes de degré —1 de l’ensemble 
des composantes Xi, Yi, Zi, donc d’après les résultats de la question b, 
l'énergie cinétique et l’énergie potentielle de chaque particule à vérifient la 
relation 

2 (Ti) = — (Vi) 


Comme nous l’avons montré ci-dessus, l’énergie cinétique totale de l’ensemble 
des particules et leur énergie d'interaction mutuelle vérifient donc la relation 


2(T)=-(V) [2/7 +(V) =0 


dans un état stationnaire de la molécule. 


Ce résultat est assez profond : si chaque particule individuelle du système 
satisfait aux conditions du théorème du viriel, alors le théorème du viriel 
peut être appliqué à tout le système, l'énergie potentielle totale obéissant à 
la même loi de puissance que les énergies potentielles individuelles. 


3.11 Fonction d’onde de deux particules 


Enoncé. 


Dans un problème à une dimension, on considère un système de deux par- 
ticules (1) et (2), auquel est associée la fonction d’onde Ÿ(x1, £2). 
a. Quelle est la probabilité de trouver, lors d’une mesure des positions X1 


et X2 des deux particules, un résultat tel que : 


x Lt <x+dx 
a<xi</B7? 


Quelle est la probabilité de trouver la particule (1) entre x et x + dx 
[on ne fait pas d'observations sur la particule (2)] ? 


Donner la probabilité de trouver l’abscisse de l’une au moins des par- 
ticules entre a et 8. 


Probabilité de trouver l’abscisse d’une particule et une seule entre a 
et 8? 


Quelle est la probabilité de trouver l'impulsion de la particule (1) com- 
prise entre p' et p” et la position de la particule (2) entre a et 8 ? 
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f. On mesure les impulsions P, et P> des deux particules ; quelle proba- 


bilité a-t-on de trouver p’ < pı < p”; p” < po <S p™ ? 


. La seule grandeur mesurée est l'impulsion P, de la première particule. 


Calculer à partir des résultats de e, puis de ceux de f, la probabilité 
de trouver cette impulsion comprise entre p’ et p” ; comparer les deux 
résultats obtenus. 


. On mesure la distance algébrique X1 — Xə entre les deux particules ; 


quelle probabilité a-t-on de trouver un résultat compris entre —d et 
+d ? Quelle est la valeur moyenne de cette distance ? 


Commentaires. 


Cet exercice traite d’une notion très importante en mécanique quantique : le 
fait que deux particules (ou même plus) peuvent être décrites par une fonc- 
tion d’onde unique. On appelle cela l’intrication quantique, comme nous le 
verrons dans l'exercice 16 de ce chapitre. L’idée est ici de comprendre les 
effets de la mesure sur un état donné en calculant les probabilités de dif- 
férents résultats de mesures. Généralement, toute mesure réalisée sur une 
particule modifie comme d’habitude la fonction d’onde et donc l’état de la 
seconde particule. Cette notion sera également mise en avant au prochain 
chapitre. 

Ce type de comportement a parfois conduit à des interprétations erronées, 
notamment dans le cas du paradoxe Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) dans 
lequel l’intrication quantique semblerait violer la théorie de la relativité 
d’Einstein du fait qu’une mesure réalisée sur une particule a un effet immé- 
diat sur une autre particule qui peut se trouver à une certaine distance. Après 
des années de recherches, le paradoxe a été résolu, en particulier grâce aux 
travaux expérimentaux révolutionnaires d'Alain Aspect (colauréat du prix 
Nobel de physique en 2022, [1-4]). L’intrication quantique ne viole pas les 
lois de la relativité ; la robustesse de la mécanique quantique n’a jamais 
failli ! 


Dans un problème à une dimension, on considère un système de deux particules 


(1) et (2), auquel est associée la fonction d'onde (+1,22). 


a. 


Quelle est la probabilité de trouver, lors d’une mesure des positions X4 et Xə 
des deux particules, un résultat tel que : 


x Lt Sx +dx 
alr l8? 


La probabilité recherchée vaut : 


æ1=2+dx = 
idée a de J J kiia inda 


=g =ý 
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En intégrant par rapport à xı, on obtient : 


b 
dP dea fi = (/ star) dx 


Quelle est la probabilité de trouver la particule (1) entre x et x + dx [on ne 
fait pas d'observations sur la particule (2)] ? 


La probabilité recherchée vaut : 
xı =2+dx Z2—=+00 
dP(x, dx) = J |Y(z1, x2)| dridze 
L15 T2——O00 


En intégrant par rapport à xı, on obtient : 


. Donner la probabilité de trouver l’abscisse de l’une au moins des particules 


entre « et 6. 


La probabilité recherchée vaut : 


æ1=B fr2=+o à zı=+00 à 
j Î Y(x1,x2)|“dæ1dæ2 + [p(x1,x2)|*dr1dx2 
T T 


1=& 2=— 00 zı =—00 


zı=8 fxr2=ß 
= ia lp(æ1,2)|?dxidæo 
T1 


La première intégrale représente la probabilité de trouver la particule (1) dans 
l'intervalle souhaité et la particule (2) n'importe où ; la deuxième intégrale 
représente la probabilité de trouver la particule (2) dans l’intervalle souhaité 
et la particule (1) n'importe où. Cela signifie que l’on compte deux fois, 
soit une fois de trop, la possibilité que les deux particules se trouvent dans 
l'intervalle |a, 5], d’où la correction apportée par la troisième intégrale. 
Remarque : les particules sont supposées discernables du fait qu’elles sont 
numérotées (1) et (2). 


. Probabilité de trouver l’abscisse d’une particule et une seule entre a et 8 ? 


La probabilité recherchée vaut : 


zı=8 fr2= +! n xı=+00 fr2=ß 3 
= f Î yp(x1, £x2)| drıdzr2 + i lzi £2)“ dridzz 
T1 T T2 


2=— 00 T1=—00 


zı=ő fr2= ri 
a f L lb(x1, x2)|?dx1 dr 
äi i 


Vu l'explication donnée ci-dessus à la question c, il est facile de comprendre 
que l’on doit soustraire la probabilité de trouver les particules (1) et (2) dans 
l'intervalle [a, 5] deux fois. 


zo=a 
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e. Quelle est la probabilité de trouver l'impulsion de la particule (1) comprise 
entre p’ et p” et la position de la particule (2) entre a et 8 ? 


La probabilité recherchée vaut : 


pi=p p2=+oo à Ti=+00 pra z 
p= | fi |Y(p1, p2)|”dp1 dp2 x | lY (1, r2)|?dr1dr2 
P P 


1=p' 2=— 00 Fi—— 


avec 


= Î + fr 
Y(p1, p2) = =) pa, goje Prater) Ade dro 


—00 


f. On mesure les impulsions P, et P> des deux particules ; quelle probabilité 
a-t-on de trouver p' < pı < p"; p” < pa <S p™ ? 


La probabilité recherchée vaut : 


77] 


[(p1, p2)|”dpidp2 


g. La seule grandeur mesurée est l’impulsion P, de la première particule. Cal- 
culer à partir des résultats de e, puis de ceux de f, la probabilité de trouver 
cette impulsion comprise entre p’ et p” ; comparer les deux résultats obtenus. 


En utilisant les résultats de e, il suffit de poser a = —o et 8 = +0 
puisqu’aucune mesure n’est effectuée sur X2, et l’on obtient : 


F 


Pı =p" P250 zı =+00 æ2=+oo š 
i f [Y(p1, p2)l?dp1dp2 x f lb(x1,x2)ldridæ2 
pı=p' Vp2=—00 Ti=—0 Jæx2=—00 


pi=p" pp2=+o _ , 
{ {f |y(p1, p2)| dpi dp2 
pi=p' p2=—00 


en utilisant la condition de normalisation. 
En utilisant les résultats de f, il suffit de poser p” = — et p 
puisqu’aucune mesure n’est effectuée sur Pz, et l’on obtient : 


AAA = +00 


= 


p2= i 
1 Y(p1, p2)|”dp:dpo 
p2= 


pı=p' 


et l’on obtient donc bien le même résultat par les deux méthodes. 


h. On mesure la distance algébrique Xı — X2 entre les deux particules ; quelle 
probabilité a-t-on de trouver un résultat compris entre —d et +d ? Quelle est 
la valeur moyenne de cette distance ? 


On n’a ici qu’une seule contrainte (sur la distance entre les particules) pour 
deux degrés de liberté (la position de chaque particule). La particule (1) peut 
donc se trouver n’importe où entre —c et + et la contrainte n’affecte alors 
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que la particule (2), qui doit se trouver à une distance de la particule (1) 
inférieure à d. 

La probabilité de trouver un résultat de la mesure de X3 — X2 compris entre 
—d et +d vaut : 


Tito pt Rai 
2 
{ p(x, £2)| dzıdzə 
æ 


Ti—=—00 2=2T1—d 


et la valeur moyenne de cette distance Xı — Xə vaut : 


+o +66 
fi de i Î (ei — 22) (en, 22) Pdridrs 


3.12 Puits infini à une dimension 


Enoncé. 


On considère une particule de masse m, soumise au potentiel : 


0 si 0<r<a 
vof si æ<0oux>a 


On appelle (en, les états propres de l’hamiltonien H du système, de valeurs 
2r2h2 


= (cf. Complément Hi). L'état de la particule à l'instant 


propres En = 
t = 0 est : 
[b(0)) = a1 |[g1) + a2 |p2) + as |p3) + a4 |pa) 
a. Quelle est la probabilité, lorsque l’on mesure l’énergie de Ja particule 
3r h 5 


ma? 


dans l’état [Y(0)), de trouver une valeur inférieure à 


b. Quels sont la valeur moyenne et l’écart quadratique moyen de l’énergie 
de la particule dans l’état |#(0)) ? 


c. Calculer le vecteur d'état [ÿ(t)) à l'instant t. Les résultats trouvés en 
a et b à l'instant t = 0 restent-ils exacts à un instant t quelconque ? 


252 
z- Après la 


d. Lors d’une mesure de l'énergie, on trouve le résultat 


mesure, quel est l’état du système ? Que trouve-t-on si on mesure à 
nouveau l'énergie ? 


Commentaires. 


Cet exercice traite de la mesure de l'énergie d’une particule dans un puits 
infini à une dimension. Les mesures d'énergie sont généralement importantes 
en mécanique quantique car elle fournissent beaucoup d’informations sur le 
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système. Il est important de savoir comment les calculer en théorie car elles 
sont fréquentes dans les expériences. La vérification par l'expérience est une 
étape importante pour valider une théorie. 

Souvenons-nous qu'il n’est pas difficile de trouver les valeurs quantifiées 


n?r2h? 


de l'énergie En = 


Rk? 


. Le potentiel est nul dans la région [0,a] donc 


, comme pour une particule libre, et le vecteur d'onde k de la 


m. 
fonction d’onde est quantifié en raison des conditions aux limites strictes 
q 

(la fonction d’onde s’annule) en x = 0 et en x = a, comme pour une corde 

: CE nT 
vibrante, donc Àn = 2—, soit kn = —. 

n a 

Cet exercice s'appuie sur une superposition d’états propres (c’est-à-dire 
d'états stationnaires) pour décrire une particule. Il vise à étudier le résul- 
tat d’une mesure de l'énergie pour un tel état et son évolution au cours 
du temps. Nous allons montrer, comme en physique des ondes en général, 
qu’une superposition d'états stationnaires n’est pas un état stationnaire. 


On considère une particule de masse m, soumise au potentiel : 


Vi = 0 si 0<r<a 
z= +œ si r<0ouzr>a 


Ce potentiel est représenté sur la figure 3.8. 
On appelle 
2.70 

n°T* 


En = Er (cf. Complément Hr). L'état de la particule à l'instant t = 0 est : 
2ma° 


Pn) les états propres de l’hamiltonien H du système, de valeurs propres 


L2 


D(0)) = a |p1) + a2 |p2) + a3 


p3) + a4 |p4) 
V(x) 


+00 


0 a 


FIG. 3.8 — Potentiel d’un puits infini à une dimension de largeur a. 
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a. Quelle est la probabilité, lorsque l’on mesure l’énergie de la particule dans 


; . 82h 
l’état |#(0)), de trouver une valeur inférieure à _ 
ma 
Ona: 
37?h? E Er h 
ma? 2ma? 
r 
et l’on obtiendra donc une valeur inférieure à —> si n? < 6 & n € {1,2}, 
ma 


et la probabilité recherchée vaut donc : 
1114 (0))1? + (2214(0))1? = la1|? + ļa2l? 


Quels sont la valeur moyenne et l'écart quadratique moyen de l'énergie de la 
particule dans l’état |#(0)) ? 


La valeur moyenne de l'énergie de la particule dans l’état [d(0)) est : 


(H) = (#(0)| H |Y(0)) 
= (aj (g1l + a3 (pal + a3 (p3| + aï (pal) H 
x (a1 |p1) + a2|p2) + as |p3) + as |pa4)) 
= (aï (g1l + a3 (pal + a3 (3| + ai (al) 
x (a1 E1 |1) + a2E2 |p2) + a3 E3 |p3) + a4E4 |p4)) 
= la| Er + laa Ea + |a3l2E3 + laa) Ea 


du fait que (Yn|Yn) = fnn’, et l’on a donc : 


(H) = (la|? + 4la2l? + 9|a3l? + 16|a4/?)r?h? 


2ma? 


L'écart quadratique moyen de l'énergie de la particule dans l’état |#(0)) vaut 
quant à lui : 
AH = y (H?) -(H) 


En utilisant le même raisonnement que précédemment, on a : 


(H°) = (4(0)| E? |y(0)) = |a| E? + |a2| E3 + laslŸE$ + |a4|” E? 
— (la1l? + 16ļa2|? + 81ļa3|? + 256|a4l?)rh4 
E 4m2a“ 
On a donc : 


R R 


AH = VAE + 16|a2|? + 81/a3[? + 256|a4l?) — ([a1|? + 4[a2[? + 9|a3[? + 16ļa4|?)? z 
ma 


Si le système se trouve dans un état propre, c’est-à-dire si un seul des a; est 
non nul, on peut voir facilement que AH = 0. Autrement, il existe des termes 
croisés [a;a;|? (non développés ici). 
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C. 


d. 


Calculer le vecteur d'état |[d(t)) à l'instant t. Les résultats trouvés en a et b 


à l'instant t = 0 restent-ils exacts à un instant t quelconque ? 
En intégrant l'équation de Schrödinger sur la base {lw,)}, qui est une base 
propre de H, on a, à l’instant t : 


p(t) = ae Ett los) + azet? ipa) + age t?s ipa) + age tP ipa) 


et les résultats trouvés à l’instant t = 0 restent exacts à un instant t quel- 
conque puisque, bien que le coefficient (an (t) = ane Ent/ R) de chaque état 
dépende maintenant du temps, son module demeure le même (la, | = |an(t)|). 
Cela signifie que l’on peut maintenant écrire (H)(t) = (H})(t = 0) et 
AE = AH = 0). 

Cela ne veut pas dire que [Ÿ(t)) est un état stationnaire. Les résultats de la 
mesure de certaines variables peuvent dépendre du temps (voir l’exercice 14 
ci-dessous). 


949 


Lors d’une mesure de l'énergie, on trouve le résultat ——. Après la mesure, 


quel est l’état du système ? Que trouve-t-on si on mesure à nouveau l'énergie ? 
Ona: 
8n?h? lerh č Prr 


2 4 


ma 2ma?  2ma? 
et l’état du système immédiatement après la mesure est nécessairement l’état 
[4), n'importe quel autre état ou superposition d'états aurait une énergie dif- 
férente. L'état |[d(t)) du système est réduit à l’état 44) (et la probabilité de ce 
résultat pour la mesure de l'énergie vaut |a4[?). En notant t = 0 l'instant auquel 
la mesure de l'énergie est réalisée, on a y(t = 0)) = [4). Comme le système 
est conservatif (l’hamiltonien H ne dépend pas du temps), l’état (stationnaire) 
du système n’évoluera plus après cette mesure (|#(#)) = |4)), et une nouvelle 
2p2 


mesure de l'énergie à t > 0 donnera le même résultat . Ce résultat est 


2 
ma 

général : si le système se trouve déjà dans un état propre d’une observable, l’état 
du système n’est pas modifié par une mesure associée à cette observable. 


3.13 Puits infini à deux dimensions 


(cf. Complément Grr) 


Enoncé. 


Dans un problème à deux dimensions, on considère une particule de masse 
m ; son hamiltonien H s'écrit : 


H = H, + Hy 
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avec : 
P? pe 

H, = — X H, = — Y 

Dm ” m A ) 


L'énergie potentielle V(x) [ou V(y)] est nulle lorsque x (ou y) appartient à 
l'intervalle [0, a], infinie partout ailleurs. 
a. Parmi les ensembles suivants d'opérateurs, lesquels forment un 
E.C.O.C. ? 
{H}, {Ha}, (Ha, Hy}, {H, Ha} 


b. On considère une particule de fonction d’onde : 


2 2 
p(x, y) = N cos 2a cos w sin ENE sin 2u 
a a a a 


siO0 <x <aet 0 <S y < a, nulle partout ailleurs (N est une constante). 


a. Quelle est la valeur moyenne (H) de l'énergie de la particule ? Si 
l’on mesure l’énergie H, quels résultats peut-on trouver, et avec 
quelles probabilités ? 


6. On mesure l’observable Hy ; quels résultats peut-on trouver, et 
avec quelles probabilités ? Si cette mesure a donné le résultat 


i 


5—7. quels résultats donnera ensuite une mesure de H}, et avec 
quelles probabilités ? 


y. Au lieu d'effectuer les mesures précédentes, on effectue main- 
tenant une mesure simultanée de H, et Pj. Quelles probabilités 
a-t-on de trouver : ER 
9r h 

E; = —— 
2ma? 


Po < Py < po + dp ? 


et 
Commentaires. 


Cet exercice étend le précédent à deux dimensions. Il est important de 
remarquer que l’hamiltonien H est séparable, c’est-à-dire qu’il peut s'écrire 
H = H; + H,. Cela signifie que lexercice peut être résolu séparément pour 
chaque dimension et que le résultat final s’obtient par addition (pour les 
énergies) ou produit tensoriel (pour les états propres associés). Les deux 
directions sont équivalentes, donc ce système présente une symétrie qui sera 
explorée dans le corrigé. 


Dans un problème à deux dimensions, on considère une particule de masse m ; son 
hamiltonien H s'écrit : 
H= Hg+ Hy 
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avec : 
P Pi 
H, = = +V(X) H, = +V(Y) 
2m 2m 


L'énergie potentielle V(x) [ou V(y)| est nulle lorsque x (ou y) appartient à 
l'intervalle [0, a], infinie partout ailleurs. 


a. Parmi les ensembles suivants d'opérateurs, lesquels forment un E.C.O.C. ? 
{H}, {Hz}, (He, Hy}, {H, Ha} 


Comme l’hamiltonien de la particule s'écrit H = H, + Hy, où Hy est le 
prolongement d’une observable de £, (car construite seulement à partir des 
opérateurs X et Pp) et H, est le prolongement d’une observable de &, (car 
construite seulement à partir des opérateurs Y et P,), H est séparable et 
nous pouvons chercher ses états propres sous la forme 


lp) = 1), lp), 
avec 
{ Hy; |) = Ex (P) ) (P) E ór 
Hy |P)y = Eylp)ylP)y E Ey 
On a alors 


H |p) = (Ha + Hy) lP) s |P) = (Ex + Ey) le) 


H, et H, correspondant chacun à l’hamiltonien d’une particule dans un puits 
infini à une dimension de largeur a, leurs énergies propres respectives sont de 
la forme 


2722 2722 
Es = En = ne N" et Ey = Ep = pe N" 
ma 2ma 


et les fonctions d’onde normalisées associées à leurs vecteurs propres respectifs 
lPn)x et lp), Sont de la forme 


2 2 
pie y/2sin et ply) = 4/2 sin 2 
a a a a 


Les valeurs propres de H sont donc de la forme : 


(n? È p°)r?r? 


Eng = En FEp= 
i is 2ma? 


,n,p € N° 


et à ces énergies correspondent des états propres |») qui peuvent être écrits 
sous forme de produits tensoriels 


lPnp) = lPn)x lPp)y 


dont la fonction d’onde normalisée est 


2 NFE -Pry 


Papltiy) = Pn(z)Ppo(y) = F sin Fa sin . 


136 


Corrigés des exercices de Mécanique quantique, tome I 


e les états propres orthogonaux |Yn,p)} et |Pp,n} (avec p £ n) sont associés 


(n? + pèr? 
ma? 

la symétrie du problème, donc {H} ne constitue pas, en lui-même, un 

E.C.O.C. 

Deux nombres quantiques, n et p, sont nécessaires pour décrire ce sys- 

tème. Il est donc impossible qu’une seule observable (conduisant à une 

seule équation) décrive complètement le système. 


à la même valeur propre Enp = Epn = en raison de 


les états propres orthogonaux [pn,p) et [ÿn,pw) (avec p' Æ p) sont asso- 
ciés à la même valeur propre FE, de H}, donc {H,} ne constitue pas, en 
lui-même, un E.C.O.C. Il en va de même pour {H,}. 

La remarque précédente sur le nombre d'équations nécessaires pour 
déterminer de manière unique les deux nombres quantiques n et p con- 
duit à la même conclusion. 


à tout couple {E,,E,} de valeurs propres de H, et H} correspond un 
unique état propre |Pn,p)} qui est vecteur propre de Hy et H, avec ces 
valeurs propres En et Ep, donc {H,, Hy} constitue un E.C.O.C. 

La première observable fixe n et la seconde fixe p, donc {H,,H,} 
constitue effectivement un E.C.O.C. 


à tout couple {Eh p, En} de valeurs propres de H et H, correspond un 
unique état propre [Pn,») qui est vecteur propre de H et Hy avec ces 
valeurs propres En p et En, donc {H, H,} constitue un E.C.O.C. 

La première observable fixe n? + p? et la seconde fixe n, on a donc 
bien deux équations pour deux nombres quantiques (entiers naturels 
non nuls) et {H, Hy} constitue effectivement un E.C.O.C. 


b. On considère une particule de fonction d’onde : 


27Tx 2 
dx, y) = N cos LES cos ae sin 2u sin 2u 
a a a a 


si 0 <z <a et 0 <y< a, nulle partout ailleurs (N est une constante). 


a. Quelle est la valeur moyenne (H) de l'énergie de la particule ? Si l’on 


mesure l'énergie H, quels résultats peut-on trouver, et avec quelles 
probabilités ? 
Développons  %(x,y) sur la base des fonctions propres 


. ATS PTY 
Pn p(z, y) = — sin — sin — : 
a a a 


2 2 
play) = Nos eos lan m y 7 
a a a a 


N ( E TE . z) ( Sny à w) 
= = | Sin — +siN— SA — + sin — 
4 a a a a 
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N TE ry N TT 3TY 
— sin — sin — + — sin — sin — 
4 a a 4 a a 

N orz . ny N°. 3nx . 37y 
A É — EU = IR — in — 

4 a a 4 a 
Na 

= -y [yaz y) + p13(2,y) + p31 (2Y) + ws3(x, y)] 

La particule se trouve donc dans l’état : 


ho) = ŠE fon) + lna) + Les) + es)] 


ylz, y) 


Normaliser la fonction d’onde y(x, y) revient à normer le ket |y) : 


3.2 2 2 
IN a aN ciens is 

64 16 a 
du fait que les états propres forment une base orthonormée de l’espace 
des états. La phase globale n’a aucun sens physique, seuls les déphasages 
entre états en ont un. On peut donc arbitrairement poser y = 0 pour 
que N soit réel et positif : 


(ed 


1) = $ lle) + lens) + 3,1) + les] 


On peut ensuite en déduire : 


(H) = (#lH|y) 
1 
=a (1,11 + (1,31 + (3,11 + (3,31) H (191,1) + l21,3) + l23,1) + |23,3)) 
1 
+ + (1,11 + (1,31 + (3,11 + (23,31) 
x (E1,1 [1,1) + E,3 |p1,3) + E31 le3,1) + E3,3 |03,3)) 
k r2h2 , 
+ Eii + Ena + E3,1 + Ess) = za (2 + 10 + 10 + 18) 
soit 
5722 
H = 
His a 


et une mesure de l'énergie H peut donner les résultats : 


T2? 
e E11 = az avec une probabilité de |(421,1|#)|? = 25 %, 
5 2a 
e Eis = Es1 = ai avec une probabilité de 
Kyile)? + Ka) = 50 % 
Ir? h? 
e Es3 = ~z avec une probabilité de [os 310)? = 25 %. 


La technique illustrée dans cette question et consistant à développer la 
fonction d’onde sur la base propre de l’observable est générale, et il s’agit 
d’un outil important à maîtriser. 
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. On mesure l’observable Hy ; quels résultats peut-on trouver, et avec 
> d 


r°h? 
ma?’ 
quels résultats donnera ensuite une mesure de H}, et avec quelles 
probabilités ? 

Comme H, H, et Hy ne constituent pas, en eux-même, un E.C.O.C. 
le résultat de la mesure d’au moins deux de ces trois opérateurs est 
requis pour décrire le système dans sa totalité. Cette question étudie 
l’état du système lorsqu'une seule observable est mesurée et détermine 
les probabilités des différentes possibilités pour l’état du système. 


quelles probabilités ? Si cette mesure a donné le résultat 


Si l’on mesure l’observable H,, on peut trouver les résultats : 


ah 
e FE, = b= Sn avec une probabilité de 
ma 
ral) + l(e1,3l) If = 50 % 
2f2 
e E; = E3 = + avec une probabilité de 
ma 


lost) +s)? = 50 % 


Sea 
T 
Si la mesure de H, a donné le résultat Ey = na” le système se trouve, 
ma 


immédiatement après cette mesure, dans l’état 


ju’) = 7 ea) + aai 


et une mesure de H, peut ensuite donner les résultats : 


242 

mh 

e E, = Ei = —— avec une probabilité de [{41 1|#")|? = 50 %, 

y í 

2ma? 
9r? h? D EPA IN 12 

e E = E3 = -=— avec une probabilité de |(41,3|Ÿ")[° = 50 %. 
2ma 


On peut également répondre à cette question en remarquant que l’état 
|) déterminé à la question a peut également s’écrire sous la forme 


D) = 5il) +1p1,3) + [y31) + l93,3)] 


1 
3 
= (Fiet Eo) (Fet E eh) = ti), © hi, 


2 
L'état |Y) pouvant s’écrire comme un produit tensoriel d’un état |Y), 
de 6; et d’un état |Y) de £y, les mesures des observables Hy et Hy sont 
indépendantes l’une de l’autre. Si l’on mesure l’observable H}, on peut 
donc trouver les résultats : 


2}? 
e E, = E1 = Z avec une probabilité de |:(@1|#)x|? = 50 %, 
2ma? 
OT2h2 ee 2 
e E, = E3 = ——— avec une probabilité de |x(ç3[W)xl* = 50 %, 


2ma? 
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alors qu’une mesure de H, peut donner les résultats : 


22 

e E= E1 = n avec une probabilité de |y (p1|Y}y|? = 50 %, 
Ir?h? 

e E, = E3 = g7 avec une probabilité de |,(çald),l? = 50 %, 


et ce indépendamment de la valeur obtenue en mesurant Hz. 


y. Au lieu d’effectuer les mesures précédentes, on effectue maintenant une 
mesure simultanée de H, et P}. Quelles probabilités a-t-on de trouver : 


Or?ñ? 
E; = —— 
2ma? 
et : 
Po S Py < po + dp ? 
2 
P, est directement liée à H, = 2 dans la région où le potentiel est 


nul. Intuitivement, {Hz, Py} devrait donc constituer un E.C.O.C. du 
fait que chacune des mesures fixe l’un des deux nombres quantiques du 
problème, ce que nous allons prouver. 

Nous avons montré à la question 8 que : 


lu) = ($ lY1)s + L mi.) 8 (£ le1)y + u kr) = lvy 


2 2 
N 9r?h? 
La probabilité de trouver Ep = Taa en mesurant H, vaut donc 
ma 


l(p3l0)2l? = 50 % indépendamment de la mesure de P,. On a de plus 


V3 PNE CERN 
bylo) = F le) + est) © Don) = X [Pi (Py) + Palo) 
Ur: 
1 p —ipyy/ħ 1 L . PTY —ipyy/h 
N er iPy d= PRY iPyy/ å 
Pp(Py) = |. Pply)e y TET a sin . e y 
— = (ePTY/a _ eTÎPTY/a) —ipuu/hqu, 
= = — f (ei Pr/a—py/h)y _ p—ilpr/atpy/AY)dy 


1 eilPr/a-py/ħ)jy  e~ilpTr/a+py/ħ)y |" 
= m + ——— 
2iVrha | (2-2) i( +) 
1 ER 1 er (PT+apy/h) J 


TD (GT 


y=0 
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i (27 +2) (eitr-a,/n) — 1) 


Pp(Py) = + 272 p? 
2V rha = _ + 
fes = 2) ) (e—iter+ans/n) _ 1) 
a h 
pr Py 
a? K 
2 —i ħ 2p. he 2 
L 1 | 2er #Pv/À cos(pr) +i2fte #4Pv/h sin(pr) — 22T 
Iy rh p2r? p? 
TNA -7 F3 
1 2 1e taPy/h 2] 1—(—1Pe taPy/h 
ee mr = ar 
2Vrha a … — PIT — a° Py 
et l’on a donc 
1+ etapy/h i4 etaPy/h 
7 + 4 3 «7 3 = 
P1(Py) = nah r2h2 — a2 pz Ps (Py) = = 3V taħ 9r2h2 = a2p? 


On peut donc en déduire : 


Dy(Py) = E [Pi (pu) + Pa(py)] 


rahs 1 3 ; 
J (t En eirh 
2 Co e (1+e ) 
Ur er. Pre 
2 (r? — a?p})(9T?h? — a? p?) 


3R — ap | 
= y K3 Y] —iapy/ħ 
iii (r? h? — a’ pi (Or h? — a? p3) lara ) 


et la probabilité d'obtenir un résultat po < py < po + dp en mesurant 
P, vaut donc 


8rah (372h? — ap)” 


2 
1 es d 
(x he _ a?pè)?(972ñ? = ape}? | +e p 


|V, (po)|? dp = 


indépendamment de la mesure de H,. Cette remarque prouve que notre 
intuition du début de la réponse à cette question était bien correcte, et 
que {H;, P,} constitue effectivement un E.C.O.C. 

La probabilité infinitésimale recherchée vaut donc : 


o 4rah? (3r h — ap?) 
— (MR — a?p?)? (9r? — a? pe)? 


i 2 
|i + ef ap 
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3.14 Évolution temporelle dans un système couplé 
à trois niveaux 


Enoncé. 


On considère un système physique dont l’espace des états, qui est à trois 
dimensions, est rapporté à la base orthonormée formée par les trois kets 
fu) ,|u2) ,[us). Dans la base de ces trois vecteurs, opérateur hamiltonien 
H du système et deux observables A et B s'écrivent : 


:B=b 


Il 
Ë 
O OM 
Oo ND © 
D © © 
> 
l 
= 
O O me 
=. © © 
O R © 
O R © 
O Ok 
=. © © 


où wo, a et b sont des constantes réelles positives. 
Le système physique est à l’instant t = 0 dans l’état : 


1 1 1 
0) = — = = 
WO) = = lua) + 3 lua) + 5 lus) 
a. On mesure, à l'instant t = 0, l'énergie du système. Quelles valeurs peut- 
on trouver, et avec quelles probabilités ? Calculer, pour le système dans 
l’état [#(0)), la valeur moyenne (AH) et l’écart quadratique moyen AH. 


b. Au lieu de mesurer H à l'instant t = 0, on mesure À ; quels résultats 
peut-on trouver, et avec quelles probabilités ? Quel est le vecteur d’état 
immédiatement après la mesure ? 


c. Calculer le vecteur d'état |(t)) du système à l'instant t. 


d. Calculer les valeurs moyennes (A) (t) et (B) (t) de A et B à l’instant 
t. Quelles remarques peut-on faire ? 


e. Quels résultats obtient-on si l’on mesure à l’instant t l’observable À ? 
Même question pour B ; interprétation ? 


Commentaires. 


Il s’agit d’un exercice très complet sur les mesures en mécanique quantique : 
il résume les principaux résultats, mais les calculs sont assez directs. Un tel 
système physique pourrait représenter un système à deux niveaux : un niveau 
fondamental d'énergie wo et un niveau excité d'énergie 2hwo. L'observable 
A représente un couplage dans le niveau excité entre les états [u2) et [us). B 
représente également un couplage, mais entre |u1}) et [u2). Le raisonnement 
est typique de nombreux problèmes basés sur des systèmes à deux ou trois 
niveaux et sur l’étude de leur évolution. 
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On considère un système physique dont l’espace des états, qui est à trois dimen- 
sions, est rapporté à la base orthonormée formée par les trois kets |u1) , |u2) , [u3). 
Dans la base de ces trois vecteurs, l’opérateur hamiltonien H du système et deux 
observables A et B s'écrivent : 


1 0 0 1 0 0 0 1 0 
H = fwg | 0 2 0 |; A=al 0 0 1 |;B=b| 1 0 0 
0 0 2 0 1 0 0 0 1 


où wo, a et b sont des constantes réelles positives. 
Le système physique est à l’instant t = 0 dans l’état : 


HO) = = lua) + 3 lua) + 3 lu) 


a. On mesure, à l’instant t = 0, l'énergie du système. Quelles valeurs peut-on 
trouver, et avec quelles probabilités ? Calculer, pour le système dans l’état 
l#(0)), la valeur moyenne (H) et l'écart quadratique moyen AH. 

H étant déjà diagonale dans cette base, les énergies propres, c’est-à-dire les 
coefficients diagonaux, peuvent être déduites immédiatement. H possède deux 
valeurs propres : 


e F1 = wo, qui est non dégénérée, 
e F = 2hwo, qui est dégénérée deux fois. 


De plus, on a : 
H jui) = fiwo |u1) , H lu2) = 2ħwo lu2) , H |u3) = 2ħwo |u3) 
et les états propres de H sont donc : 
ka = lu), par = lu2) ,[w3) = lus) 
Une mesure à t = 0 de l'énergie du système peut donc donner les résultats : 


e F = wo avec une probabilité de |{1/1(0))|? = 50 %, 
e E = 2hwg avec une probabilité de [(o4]4(0))|? + |{42|#(0))|? = 50 %. 


Dans l’état [ÿ(0)), la valeur moyenne (H) vaut : 


et l’écart quadratique moyen s'exprime comme 


AH = \ (R?) -(H) 
En utilisant le même raisonnement que précédemment, on a : 
E E E Ee Ba w 


(H?) = W0) H? l0) = 2+2 i 
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et l’on a donc au final : 


AH — E T Iw Z hwo 
2 4 2 


b. Au lieu de mesurer H à l'instant t = 0, on mesure À ; quels résultats peut-on 
trouver, et avec quelles probabilités ? Quel est le vecteur d’état immédiate- 
ment après la mesure ? 


Ona: 
a—à 0 0 
det(A — AI) = 0 =À a |={(a—))X7—a"=-{x- a) Ata 
0 a —À 
et À possède donc deux valeurs propres : aj = —a, qui est non dégénérée, et 


a2 = +a, qui est dégénérée deux fois. De plus, on a : 


2a 0 0 g 0 PEP. 

0 aa y (=i 0| { rt 

0 aa 0 re 

1 À a 

donc |x1) = gl» — |u3}) est état propre de À associé à la valeur propre 
di = =Q et 

0 0 0 £ 0 

0 = a y =| 0 | #&y-z=0 

0 è =g z 0 


1 
donc |x) = gl» + [us)) et |x2} = lu1) sont états propres de A associés 
à la valeur propre az = +a. Une mesure à t = 0 de A peut donc donner les 
résultats : 
e aı = —a avec une probabilité de |(x1|#(0))[? = 0 %, 
e az = +a avec une probabilité de |{x4[#(0))[? + Ixżly(0))|? = 100 %, 


et une mesure à t = 0 de A donnera donc toujours le résultat +a. Le vecteur 
d'état immédiatement après la mesure est donc |}#’(0)) = |#(0)) | du fait 


que |#(0)) appartient déjà au sous-espace propre associé à la valeur propre 
a2 = +a, et l’état du système ne change donc pas. Cette remarque est iden- 
tique à celle de la question d de l’exercice 12. 


c. Calculer le vecteur d'état |4(t)) du système à l'instant t. 


Comme dans la question c de l’exercice 12, on a, à l'instant t : 


1 _; L É 
WO) = ne AT lu) + Le jua) + ge PT lus) 


v2 
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soit 


1 ; 1 _; l >; 
Se O a ge LE e a) 


v2 


. Calculer les valeurs moyennes (A) (t) et (B) (t) de A et B à l'instant t. Quelles 


remarques peut-on faire ? 


On peut réécrire le vecteur d'état |(t)) déterminé à la question c sous la 
forme : 
W = 


n E I _; 
e~ teot lui) d cu [u2) de -i lus) 


1 1 
eiwot Lx2) $ ge vaut V2|x1) t V2|x3) 4 Satini V21x3) - v2|x1) 


al- Sl- Sl- 


er i2wot hg) + di h2) 


à partir des résultats de la question b, et l’on a donc directement : 
a a 
(4) 0 = WOA) = 5 +5 = a 


et la valeur moyenne de A n’évolue pas au cours du temps, ce qui est normal 
du fait que A commute avec H et est donc une constante du mouvement. En 
ce qui concerne B, on a : 


—À b 0 
dtt B =A=] b = 0 |== a aa 
0 0 b-à 
et B possède donc deux valeurs propres : bı = —b, qui est non dégénérée, et 


b2 = +b, qui est dégénérée deux fois. De plus, on a : 


k & Q £ 0 
b b 0 tlela ls { sia y 
0 0 2b z 0 o 
1 à 
donc |vw1) = st — |u2)) est état propre de B associé à la valeur propre 
bi = —b, et 
—b b 0 g 0 
b —b 0 y =| 0 zr-=-y=0 
0 0 0 z 0 
1 1 > À . 
donc luz) = ([u1) + fu2)) et |[v2) = |u3) sont états propres de B associés 


v2 
à la valeur propre b2 = +b. On peut donc réécrire le vecteur d’état |[ÿ(t)) 
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déterminé à la question c sous la forme : 
—iwot 1 —i2wot 1 —i2wot 
e utze lu2) + se lu3) 


V2lui) Ba? etat VZ lea) = valu) $ L ei2wot |y2y 2 
2 +2 


de 
=. —i2wot —iwot —i2wot 
= (1-5 = — ca EEA p, ) + (== ae LÉ E) o3) +5 e‘2wot [v2) 


et l’on a donc directement : 


TROT E: 
E ler 


) 
(= à >) (== n — į b 
2 2V2 2 2V2 4 
Grins” 


Wa) = 


er iwot 1 7 127 


1 
2 


soit 


et la valeur moyenne de B évolue donc périodiquement au cours du temps à 
b 
V2 
Ces oscillations ressemblent à celles (oscillations de Rabi) qui seront étudiées 
dans le Chapitre IV, à savoir la précession d’un spin 1/2 dans un champ 

électromagnétique externe. 


Il apparaît une fois de plus que la superposition d'états stationnaires n’est 
pas un état stationnaire. (B) (t) dépend explicitement du temps. 


la pulsation de Bohr wọ autour de la valeur : et avec une amplitude de 


e. Quels résultats obtient-on si l’on mesure à l’instant t l’observable À ? Même 
question pour B ; interprétation ? 
Comme (A) (t) = +a d’après les résultats de la question d, une mesure de 
l’observable A à l'instant t donnera toujours pour résultat +a. En revanche, 
une mesure de l’observable B à l’instant t pourra donner pour résultats : 


e —b avec une probabilité 


3 1 
až- t 
| (v1) Y( )| 8 2/2 COS wo 
e +b avec une probabilité 
3 1 1 5 1 
2 2 
+ VE) = = + —> coswpt + = = = + —- cos wot 
LB) (OI +) HO = À + count + 7 = E + D cost 
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et les résultats —b et +b sont donc tous deux possibles. Il faudrait également 
comparer ces résultats avec ceux du Chapitre IV. 

Enfin, en combinant tous les résultats de cet exercice, on constate qu'il est 
nécessaire de réaliser des mesures sur les trois observables pour décrire de 
manière unique l’état du système. H, A et B constituent donc un E.C.O.C. 
et sont a fortiori codiagonalisables. 


3.15 Point de vue d'interaction 


(Il est recommandé de lire les Compléments Fix et éventuellement Gr avant 
d'entreprendre cet exercice.) 


Enoncé. 


On considère un système physique a priori quelconque. On désigne par Ho(t) 
son hamiltonien et par Uo(t, t’) l'opérateur d’évolution correspondant : 


… À 
il Uo( to) = Ho(t)Uo(t, to) 
Uo(to, to) = 1 


On suppose maintenant que l’on perturbe le système, de sorte que son hamil- 
tonien devient : 


H(t) = Ho(t) + W(t) 


Le vecteur d'état du système dans le « point de vue d’interaction », 
lbr(t)), est défini à partir du vecteur d'état |Ys(t)) dans le point de vue 
de Schrödinger par : 


re) = U} (t, to) lys (t) 


a. Montrer que l’évolution de |r(t)) est donnée par : 


in lbr(t)) = Wr(t) lbr(t)) 


où Wz(t) est l'opérateur transformé de W(t) par la transformation 
unitaire associée à U{ (t, to) : 


Wr(t) = Ui (t, to)W(t)Uo(t, to) 


Expliquer qualitativement pourquoi, lorsque la perturbation W (t) est 
très petite devant Ho(t), le mouvement du vecteur |[Ÿ7(t)) est beaucoup 
plus lent que celui de |ps(t)). 
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b. Montrer que l'équation différentielle précédente est équivalente à 
l’équation intégrale : 


WO) = D E g 27701070) 


où : [Yr(to)) = [bs(to)). 


c. En résolvant cette équation intégrale par itération, montrer que le ket 
lHr(t)) peut être développé en puissances successives de W sous la 
forme : 


to 


ni 4 1 1 1 £ ‘4 f à 11 1 
vrt) = sf dé Wr (t) + E r dt we) f dat” Wr(t tas } erto) 


Commentaires. 


Cet exercice assez abstrait constitue une introduction à la théorie des per- 
turbations. Il exploite le fait que les interactions sont de différents ordres de 
grandeur, ce qui conduit à des effets se produisant sur différentes échelles 
de temps. Le résultat pour la fonction d’onde est une « dérive » progressive 
par rapport à la fonction d'onde non perturbée sur une échelle de temps 
relativement longue. La théorie des perturbations est largement utilisée en 
règle générale. Elle a en particulier permis l'unification des interactions élec- 
tromagnétique, faible et forte en chromodynamique quantique (QCD). Les 
chapitres XI (théorie des perturbations stationnaires) et XIII (méthodes 
d’approximation pour les problèmes dépendant du temps) sont consacrés à 
cette approche remarquable qu’introduit cet exercice dans le cas dépendant 
du temps. 


On considère un système physique a priori quelconque. On désigne par Ho(t) son 
hamiltonien et par Uo(t, t’) Popérateur d'évolution correspondant : 


PECE ' 
l ik Uo(e, to) = Ho(t)Uo(t, to) 
Uo(to, to) = 1 


On suppose maintenant que l’on perturbe le système, de sorte que son hamiltonien 
devient : 


Le vecteur d’état du système dans le « point de vue d'interaction », |Yzr(t)), est 
défini à partir du vecteur d’état |Ys(t)) dans le point de vue de Schrödinger par : 


vs (t)) 


br (t)) = Ui (t, to) 
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a. Montrer que l’évolution de |#7(t)) est donnée par : 


ne lrt) = W1(0) hrt) 


où Wz(t) est l'opérateur transformé de W (t) par la transformation unitaire 
associée à Ui (t, to) : 


Wr(t) = U} (t, to) W (t)Uo(t, to) 


Expliquer qualitativement pourquoi, lorsque la perturbation W (t) est très 
petite devant Ho(t), le mouvement du vecteur |z (t)) est beaucoup plus lent 
que celui de |Ys(t)}). 


Ona: 


Ra) = EUG to) les 0) 


PE, d 
= ihg Ui to)) s(t) + iRU, to) (lbs (#))) 
Or en prenant la conjuguée hermitique de la relation 


ad 
ihz Uolt, to) = Ho(t)Uo(t, to) 
on obtient 
… Ô 
—ih=US(E to) = (Ho(t)Uo(t, to)" = UJ (E, to) Ho(t) 
du fait que Ho(t) est hermitique, et lon a 
ad 
he lvs (6) = (D ls (#) 
d’après l'équation de Schrödinger. On en déduit 
À 
il Vr) = -UJ (t, to) Ho(t) lbs (#)) + UG (t, to) H (t) lbs (6) 


= Ul(t,to)(H (t) — Ho(t)) lvs (t) 
= Ul(t,to)W (t)Uo(t, to) lbr(t)) 


et l’on a donc bien 
d 
ihz [Yr (6) = Wr (e) rE) 


Lorsque la perturbation W(t) est très petite devant Hot), on a 
H(t) = Ho(t) + W (t) ~ Ho(t) et 


ng ls) = H(t) lbs (t)) ~ Holt) lýs (t) 
ng lpr (t) = Wr (t) lrt) 
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d’après ce qui précède. Comme W (t), et donc Wz(t), est très petite devant 
Ho(t), le mouvement du vecteur |#r(t)) est beaucoup plus lent que celui de 


lps(t)) 
Wr(t) 
h 


On peut comprendre cela en termes de taux de variation : 
Ho(t) 
ħ 


ation caractéristique de [Ys(t)). Comme Wzr(t) « Hot), c’est-à-dire 
Wr(t) E Ho(t) 


h 
de [Ys (t)}. 


b. Montrer que l'équation différentielle précédente est équivalente à l’équation 
intégrale : 


représente 


le taux de variation caractéristique de }Yy(t)) et le taux de vari- 


, les variations de |Y,(t)) sont beaucoup plus lentes que celles 


KO) = roD H z f. WO ere) 
où : [Yr(to)) = |bs(to)). 


Nous avons montré à la question a que : 


in © lbr (E)) = W(t) lbr) 


En remplaçant t par t’ puis en intégrant cette équation sur [to, t], on obtient : 


t d t 
nf gp ar = S WOO 


soit 
hbr (#)) = lr(to)) -3S WEC) hbr (t) a 


De plus, comme 


lôr(E)) = Ui (t, to) [Ys (t) 


par définition, et comme Ui (to, to) = Uo(to, to) = 1 d’après la relation (2) du 
Complément Frrr, on en déduit 


lDr(to)) = lYs(to)}) 


c. En résolvant cette équation intégrale par itération, montrer que le ket [yz (t)) 
peut être développé en puissances successives de W sous la forme : 


vr (t) = fi z Jamie + gy Jamie [amie t’) +a Yurtta) 
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Nous avons montré à la question b que : 


lbr (t)) = Ior (to)) +Z WCE) hbr (t) a 


On peut écrire, de la même manière : 


hor(#)) = x (to)) taS MO wea 


et l’on a donc : 


lDr(t)) =  [br(to)) sS wo ) IYr (to)) dt’ 


vl wear f Wirt”) lpr(t”)) dt” 


= jur(to)) +(% [we ar ) lérto) 
sgp mor f weena 


En suivant le même raisonnement que précédemment, on a : 


lbr (E) = Ir (to) Ef wene 


to 


et, en généralisant, le ket |#r(t)) peut effectivement être développé en puis- 
sances successives de W sous la forme : 


lyr) = fa + +. Wr(t')at' +n ai Wr(t')at' "wena" Fa brwnt) 
to 


iħ 


to 


Cette équation et le résultat de la question précédente montrent comment, 
dans le point de vue d’interaction, l’état du système à l'instant t est lié à l’état 
du système à l'instant tọ via une série infinie d’applications de l'opérateur per- 
turbation d’ordres de plus en plus élevés. Tout se passe comme si le système 
à l'instant t « dérivait » progressivement de l’état du système à l’instant to. 


3.16 Corrélations entre deux particules 


(Il est recommandé de lire le Complément Erm pour répondre à la question e de 
cet exercice) 
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Enoncé. 


Considérons un système physique formé de deux particules (1) et (2), de 
même masse m, n’interagissant pas entre elles et placées toutes deux dans 
un puits de potentiel infini de largeur a (cf. Complément Hı, $ 2-c). On 
désigne par H(1) et H(2) les hamiltoniens de chacune des deux particules, 
par |pn(1)) et [#4(2)) les états propres correspondants de la première et de 

2h? rR? 
z ety 
f ma 2ma? | 
du système global, on considère la base des états |Ynpq) définis par : 


la seconde particule, d'énergies . Dans l’espace des états 


lPnPa) = [Pn (1)) 8 [v4(2)) 


a. Quels sont les états propres et les valeurs propres de l’opérateur hamil- 
tonien H = H(1) + H(2), hamiltonien total du système ? Donner le 
degré de dégénérescence des deux niveaux d’énergies les plus basses. 


b. On suppose que le système est, à l’instant t = 0, dans l’état : 


[p(0)) = 7 (p191) + 7 lp192) + 7 |p291) + 5 |p2p2) 


a. Quel est l’état du système à l'instant t ? 


6. On mesure l’énergie totale H. Quels résultats peut-on trouver, et 
avec quelles probabilités ? 


y. Mêmes questions si, au lieu de mesurer H, on mesure H (1). 

c. œ. Montrer que |y(0)) est un état produit tensoriel. Lorsque le sys- 
tème est dans cet état, calculer les valeurs moyennes suivantes : 
(H(1)),(H(2)) et (H(1)H(2)). Comparer (H(1))(H(2)) à 
(H(1)H(2)) ; comment expliquer le résultat obtenu ? 


B. Montrer que les résultats précédents restent valables lorsque l’état 
du système est l’état [ÿ(t)), calculé en b. 


d. On suppose maintenant que l’état |#(0)) est donné par : 


[p(0)) = Jla) + + 4/8 eva) + Z e22) 


Montrer que |#(0)) ne peut pas être mis sous la forme d’un produit ten- 
soriel. Que deviennent alors les réponses aux diverses questions posées 
enc? 


e. a. Écrire la matrice représentant, dans la base des vecteurs |YnYp}, 
l'opérateur densité p(0) correspondant au ket [#(0)) donné en b. 
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Quelle est la matrice densité p(t) à l'instant t ? Calculer à l'instant 
t = 0 les traces partielles : 


p(1) = Tr2p et p(2) = Trip 


Les opérateurs densités p, p(1) et p(2) décrivent-ils des états purs ? 
Comparer p et p(1) @ p(2) ; interprétation ? 


PB. Répondre aux mêmes questions qu’en a, mais en prenant pour 
f(0)) le ket donné en d. 


Commentaires. 


Cet exercice est à rapprocher de l’exercice 11 en termes de concept et de 
l’exercice 13 en termes de résolution. 

Il diffère de l’exercice 13, qui traite d’une particule unique dans un puits à 
deux dimensions, en ce qu’il traite de deux particules dans un puits à une 
dimension. L’hamiltonien est toujours séparable, l’hamiltonien total est la 
somme des hamiltoniens des deux particules prises séparément du fait que 
les deux particules n’interagissent pas. L'énergie totale et la fonction d’onde 
globale du système s’obtiennent ainsi comme dans l’exercice 13. L'exercice 
présente un niveau de complexité accru du fait qu’il traite des corrélations 
possibles entre les deux particules placées dans le même puits de potentiel. 
Comme dans l'exercice 11, l’état des deux particules est une fois de plus 
décrit par une fonction d’onde unique. Cet état s’appelle un état intriqué. 
Cet exercice vise à distinguer les cas où l’état peut s’écrire comme un pro- 
duit tensoriel de ceux où il ne le peut pas. 

Un état séparable, c’est-à-dire un état qui peut s’écrire comme un produit 
tensoriel, n’est pas intriqué du fait qu’une mesure réalisée sur une particule 
n’affecte pas l’autre. 

Un vrai état intriqué ne peut donc pas s’écrire comme un produit tensoriel. 
Dans ce cas, toute mesure réalisée sur une particule (impliquant une réduc- 
tion du paquet d'ondes) affecte l’état de l’autre. 

Remarquons enfin qu’un état intriqué est expérimentalement très fragile. 
Cette propriété est qualifiée de décohérence quantique : il est difficile d’isoler 
expérimentalement les deux particules et d’éviter les interactions extérieures, 
ce qui conduit les particules à se « désintriquer », c’est-à-dire à rompre 
l’intrication. De tels états peuvent néanmoins maintenant être manipulés 
en laboratoire et, comme mentionné dans l’exercice 11, conduisent à des 
interprétations déconcertantes bien que correctes. Voir le paradoxe Einstein- 
Podolsky-Rosen (EPR) mentionné dans l’exercice 11. 


Considérons un système physique formé de deux particules (1) et (2), de même 
masse m, n’interagissant pas entre elles et placées toutes deux dans un puits de 
potentiel infini de largeur a (cf. Complément Hi, § 2-c). On désigne par H(1) et 
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H(2) les hamiltoniens de chacune des deux particules, par |w,(1)) et |y4(2)) les 

états propres correspondants de la première et de la seconde particule, d'énergies 
2252 2, 2p2 

nir h h 

z- Dans l’espace des états du système global, on considère la base 


e 
2ma? 2ma 
des états |PnYq) définis par : 


\PnPa) = ln (1)) 8 lp4(2)) 


a. Quels sont les états propres et les valeurs propres de l’opérateur hamiltonien 
H = H(1) + H(2), hamiltonien total du système ? Donner le degré de 
dégénérescence des deux niveaux d'énergies les plus basses. 


Les états propres de l’opérateur hamiltonien H = H(1)+H(2) sont les états : 


lna) = lPn(1)) 8 |p4(2)) 


et les valeurs propres En,q associées vérifient 


H |pnpa) = [H(1) + H(2)]|pn(1)) 8 |pa(2)) = (En + Eq) |Pnpa) = Eng lPna) 
et sont donc de la forme 


(n? $ Pra 


Eng = En + Eq = 2ma? 


n, q € N* 


Le niveau fondamental est obtenu lorsque n = q = 1, son énergie est 
2p2 

Fa = ae" 

niveau fondamental n’est pas dégénéré. Le premier niveau excité est obtenu 

Bah 

. . . 2ma? l 
niveau est dégénéré deux fois puisque les états propres |p1p2)} et |p2%1) asso- 
ciés sont indépendants. 


et cette énergie n’est atteinte que pour n = q = 1 donc le 


lorsque (n, q) € {(1,2),(2,1)}, son énergie est E12 = E21 = et ce 


b. On suppose que le système est, à l'instant t = 0, dans l’état : 
O) = = prp) + = lorea) + lex) + = l2) 
V6 P191 V3 192 V6 291 V3 22 
a. Quel est l’état du système à l’instant t ? 
On a, à l'instant t : 

Loe T 

v6 
—e 


I 
|g1g1) + T FA |P1g2) 


l l i 
—iE2,1t/ħ pag) + go lp292) 


BP. On mesure l'énergie totale H. Quels résultats peut-on trouver, et avec 
quelles probabilités ? 
En mesurant l’énergie totale H, on peut trouver les résultats : 


w avec une obabilité de KO p tI? = A 
p 1 
2 P 191 6’ 


e E11 — 
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5r?h? 
e Fi = E21 = a avec une probabilité de 
; i 2ma? 
1 
Kerel E? + Kelp) = à 
Anh Í 
e E22 = — avec une probabilité de |{w242|#(t))|? = 7 


y. Mêmes questions si, au lieu de mesurer H, on mesure H (1). 


En mesurant H(1), on peut trouver les résultats : 


wh 
e F1 = —— avec une probabilité de 
2ma? 
1 
Korely + lt = 3 
Iah 
e E= il z avec une probabilité de 
ma 


(CTAPIONEAIC TON - 


c. a. Montrer que |#(0)) est un état produit tensoriel. Lorsque le système est 
dans cet état, calculer les valeurs moyennes suivantes : (H(1)) , (H (2)) 
et (H(1)H(2)). Comparer (H (1)) (H(2)) à (H(1)H(2)) ; comment expli- 
quer le résultat obtenu ? 

On a, par définition : 


ko(0)) = Z bits = ppi = e = kon 


D(0)) est un état produit tensoriel s’il peut s’écrire sous la forme 
ly(0)) = lu(1)} 8 |v(2)). Posons 


{ ju(1)) = a [p1 (1)) + b |p2(1)) 
lv(2)) = c|p1(2)) + d |p2(2)) 


On a alors : 
lu(1)) 8 [u(2)) = ac |p191) + ad |p1 p2) + bcp) + bd |p292}) 


et l’on aura donc |#(0)) = |u(1)) @ [u(2)) si et seulement si l’on a : 


1 
"= To 

1 
d= — 
Fe 

L 
þe = = 
=A 
bd = L 
-T5 
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On a donc nécessairement a = b et le système précédent se simplifie en : 


=b 
1 
c= — 
V6 
1 
ad = — 
V3 


On a donc nécessairement d = cy2 et le système précédent se simplifie 
en : 


E: 

d = cv2 
1 

aè= — 


Les vecteurs [u(1)) et [u(2)) doivent de plus être normés, donc on a 


nécessairement : 
1 $ 
a = b = —e"*t 
v2 
|{u(1)) u(L)P = af? + 1bf? = 1 2la[? = 1 c= Le 
{ WD =l +d? =1 À 3d =1 F V3 


En posant p1 = p2 = 0 pour que tous les coefficients soient réels et 
positifs, on obtient : 


et [#(0)) est donc bien un état produit tensoriel. On a alors d’une part : 


(H()) = (O)| H(1)1p(0)) = (#(0)| H(1) lu(1)v(2)) 
= (Y0) (HC) lu(1))) 8 lv(2)) 


- vo (Zio CON (iao + yiee] 


E E E E 
= WOI (Z lere) + D leren) + PE leap) + Z leaga) ) 
Er a En Es its 


6 3 6 3 2 


du fait que les états propres |w,4,) constituent une base de l’espace des 
états du système global, soit 


5r h? 


4ma? 


BEUS 
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et 


(H(2)) =  (#(0)| H(2)1#(0)) = ((0)| H(2) lu(1)v(2)) 
= (#(0)lu(1)) (H2) |v(2)}) 


= vo (o +e) (2 ke D + Baf 2 le) ») 


E E E 
= (4(0)| (2 |2191) + 7 lp142) + NE [p241) + i 22) 
Ei _ Es Bi E2  E1+2E2 


soit 


et d’autre part : 
(H(1)H(2)) = (4(0)| H(1)H(2) [4(0)) = (#(0)| H(1)H(2) lu(1)v(2)) 
= (Y(0)] (H(1) lu(1))) @ (A(2) |v(2))) 


= (y(0) (5 lei (L)) + ._ l(D)) 


Eı 2 
& (3 lpı(2)) + 21H20) 


E? BE E E> E2 
= (%(0)| (5 lp1p1) + Ea lp192) + Ea [p2p1) + 7 272) 


E? E Ez E Ez i E2 — (i 4 4 +) niht 


6 3 6 3 6 3 6 3} åm at 
soit 
15744 
H(1)H(2)) = 
(HA) = Ea 
On a donc au final : 
1574h4 
(H(1)) (H(2)) = DT — H(1)A(2)) 


Il n’y a pas de corrélation entre H(1) et H(2) dans (H(1)H(2)) du 
fait que |Y(0)) est un état produit tensoriel, et il est donc normal que 
(H(1)A(2)) = (A(1)) (H(2)). 


. Montrer que les résultats précédents restent valables lorsque l’état du 


système est l’état [d(t)), calculé en b. 
Nous avons montré à la question b.a que, à l’instant t : 


L sum l ibaik 
t _ e ia m e ia 
lW )) 6 |p191) V3 142) 
En 1 e~1E21t/A 1 —iE2ot/h [p242) 


|p291) + Ta 
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Or on a 
Es = En +E; a eEnat/h Z e`iEnt/ħo—iEgt/A 


On a donc : 
e`iE1t/ħ etEot/h 


wo = (S o + er) 


e-iE1t/ħ TET 
8 (E eye i lean) 


et |ÿ(t)) est donc bien toujours un état produit tensoriel. De plus, 
les termes exponentiels vont se simplifier avec leurs conjugués lors 


du calcul des valeurs moyennes, ce qui conduira au même résultat 
(H(1)A(2)) = (A(1)) (H(2)). 


d. On suppose maintenant que l’état |4(0)) est donné par : 


ly(0)) = Flers) + LE |p192) + la) 
Montrer que |4(0)) ne peut pas être mis sous la forme u produit tensoriel. 


Que deviennent alors les réponses aux diverses questions posées en c ? 


b(0)) est un état produit tensoriel s’il peut s'écrire sous la forme 


ly(0)} = lu(1)} & |u(2)). Posons 


{ lu(1)) = a|y1(1)) + b |p2(1)) 
[u(2)) = c|g1(2)) + d|p2(2)) 
On a alors : 
[u(1)) @ Iu(2)) = ac|gig1) + ad |p1 p2) + bc|p2p1) + bd |242) 


et l’on aura donc |#(0)) = [u(1)}) @ |v(2)) si et seulement si l’on a : 


1 
ac = — 
V5 

ad = 4 

5 

1 
ban 
V5 
bd = 0 


La dernière relation bd = 0 impose b = 0 ou d = 0, ce qui est impossible 
d’après les 2° et 3° relations du système ci-dessus, et [d(0)) ne peut donc pas 
être mis sous la forme d’un produit tensoriel. On à alors d’une part : 


(4 (0)| H(1) |#(0)) = (#(0)| H) (> |p191) + VE leren F z 22) 


(4(0)| (2 [p191) + Bi 1/2 lorga) + R lee) 


Ei 3Eı Ez AE + E2 
= bn a 
5 5 5 5 


(H0)) 
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soit 
An h 
HO) = ss 
et 
(H(2)) =  (#(0)| H(2) #(0)) = (4(0)| H (2) (zre ETAR, is) 
= (4(0)| (ter + my leres) + Jetez) 
E1 3E  E1  2E1+3E 
5 5 5 5 
soit 
72h? 
(H(2) = 2 


et d’autre part : 


(HOHO) = WOOK (3 kigi) +È leiga) + Jz ee) 
= (y(0)| (5 (p191) + BE [à lero) + na 2) 
_ E 3%B El Æ?+4EB 
= g 5 5 5 
soit 
T< 4 
(HOHO) = JE 
On a donc au final : 
nt 4 T< 4 
(HOE) = PE 4 2 HOO) 


Cette différence par rapport au cas précédent est due au fait que |#(0)) ne 
peut pas être mis sous la forme d’un produit tensoriel, et qu’il y a donc 
des corrélations entre H(1) et H(2) dans (H(1)H(2)). Ces résultats restent 
également valables lorsque l’état du système est l’état |d(t)). 


a. Écrire la matrice représentant, dans la base des vecteurs |:4p), 
l'opérateur densité p(0) correspondant au ket |#(0)) donné en b. Quelle 
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est la matrice densité p(t) à l'instant t ? Calculer à l'instant t = 0 les 
traces partielles : 


p(1) = Tr2p et p(2) = Trip 


Les opérateurs densités p, p(1) et p(2) décrivent-ils des états purs ? Com- 
parer p et p(1) & p(2) ; interprétation ? 


On a 


p(0) 


lb(O)) (4 (0)| 
1 1 I 1 
= (z |p191) + Z |p1p2)} + a (p291) + WE 22) 
1 1 1 1 
x (= (pigil + 7% (w1w2| + 7 (p291| + 5 (ral) 


et la matrice densité associée s'écrit donc 


dans la base {|1491} , |192) , [gagi) , [w2w2)}. Nous avons montré à la 
question b.a que, à l'instant t : 


1 - 1 , 
We = T PT oi) + ae Erat/R 01600) 


l m 
pg lp291) + go |2292) 


On a donc : 


pP) = E) El 


(E etErot/h etEzat/h 


A [p141) + 3. [P1492) + -z |p291) 


e`iE2.2t/ħ eErat/h etE1,2t/ħ 
+t— — x) - (pipi LE —— (p1421| 


v3 V6 V3 
eEoat/h etE2,2t/ħ 
"n (p291| + -0 Cezoal) 


La matrice densité à linstant t s'écrit donc : 
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et(E1,2-E1,1)t/A  QiBai-Er1ai)t/hR oi(E2,2—-E1,1)t/A 
3V2 3V2 
e i(E1,2-E1,1)t/R eitE2,2-E1,2)t/R 


pt) = die i 


e` i(E2,1 —E1,1)t/R i 
6 3V2 
e` i(E2,2—E1,1)t/A ÇQ—i(B2,2-E1,2)t/h L—i(E2,2-E2,1)t/h 


3V2 3 3V2 


dans la base {|w141) , 412) ,|[w241) ,|w292)}. Les éléments de matrice 
des traces partielles p(1) = Tr2p et p(2) = Trip sont définis comme : 


aD lp: (0) = D al) pl (Dr(2)) 


k 


(pi(2)1 202) 1852) = D (ok (Le (2) P ere) 


k 


On a donc, à l'instant t = 0 : 


(1 (D)e) le11)) = (P1911 p(0) (p11) + (1421 p(0) p122) = +5 = > 
(1 (1) e0) |p2(1)) = (P1911 (0) | p291) + (2192| p(0) lp2w2) = 5+5 = 5 
(p2 (1) (1) l1 (1)) = (p291 (0) |p11) + (papal p(0) lw1w2) = +5 = 5 
(p2 (1)| (1) |p2(1)}) = (P2911 (0) [p291) + (p292| p(0) |p292) = +5 = z 
et 
(e1(@)1 (2) le1(2)) = (p111 2(0) lex) + (p2p11 P0) p291) = à +5 = $ 
ph 2 


(@1(2)1 (2) [p2(2)) = (g1g1l p(0) [p1w2) + (p241| p(0) [p2p2) = AA aa 
1 


(p2(2)| p(2) lp1(2)) = (121 P(0) Ipiw1) + (p2w2| P(0) (p291) = mA an 
2 
t373 


(p2(2)| p(2) |p2(2)}) = (p192 p(0) [w142) + (papal p(0) (p292) = 


et lon a donc : 
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On a de plus : 
1 1 1 1 1 i 1 1 
6 3/2 6 3V2 6 3/2 6 32 
1 1 1 1 1 1 1 1 

2 3V2 3 3V2 3 3V2 3 3V2 3 

0 1 1 1 1 i 1 1 1 
6 392 6  3V2 6 3V2 6  3V2 
4 1 1 1 4 1 1 1 
3V2 3 3⁄2 3 3V2 3 3V2 3 
1 1 i 1 
6 3V2 6 3V2 
4 1 1 1 

_ |323 3 %3 3 | 
E i i À a j~ 

6 3V2 6 3V2 
A 1 1 1 
wa 3 gy7 3 
1 1 i i EL À 

2 5 3 3 2 3 2 

1 = = = o(1 

Pi 1 à à íi p(1) 
7 3 à 3 3 2 
1 9 1 2 1 2 

2 E 3 3v2 3 392 |_ 3  3V2 | 

PR ie 2 MAS a à 5 a 
3V2 3 392 3 wa à 


Les opérateurs p, p(1) et p(2) décrivent donc des états purs, ce qui est 
logique du fait que les états |u(1)), [u(2)), et [#(0)) = [u(1)) @ [v(2)) 
sont des superpositions linéaires d'états et non des mélanges statistiques 
d'états. Enfin, on a : 


1 1 1 1 
6 392 6 3V2 
1 1 L 2 1 1 1 1 
ws] d? jej 5 22] 52 9 82 5 |, 
FE 32 3 6 3V2 6 3V2 
1 1 1 1 
wI g 3y 3 


On a donc | p(1) @ p(2) = p|, ce qui prouve que |#(0)) est un produit 


tensoriel d’états de particules prises séparément. 


B. Répondre aux mêmes questions qu’en a, mais en prenant pour |#(0)) le 
ket donné en d. 
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On a maintenant 


p(0) = p(0))( 


= tm lp11) + ai in Jle) 


x (> (pipil + VË erl + 7 tenei] 


et la matrice densité associée s'écrit donc 


a 


O| = © or 
H afg oi 


1 
5 
V3 
a 
1 
5 
0 


OI [SA [SA 
ÉLUS 


dans la base {|141) ,[w192) , (P291) ,[w2w)}. À l'instant t, on a : 


L conii TE _iEiot/fh 1l "ti 
= # i,t haie 1,2 $ g 2,1 
KO) Z p11) 5 [1492) E p291) 
On a donc : 


PE = WE) E) 
—iEiat/h : —iE2at/h 
—— lp191) + fettan " lp1p2) + — men) 


V5 V5 
etErat/h des erE2at/h 
x (5 (ipil + senate (o1 pa] i T (p2p1l 


La matrice densité à l’instant t s'écrit donc : 


V3et(E12-E1,1)t/h e(E21-E1a)t/h 


Be Ær2-Era)t/À 


5 


p EnEn 


5 
0 


dans la base {|çw1ç1) , [w142) , |291) , |p2%2} }. Les éléments de matrice 
des traces partielles p(1) = Tr2p et p(2) = Trıp sont définis comme : 


aD la) = D (pipe (2) 2 15 (pr (2)) 


k 


(pi(2)1 202) le, (2) = D (x (Le (2) o ere) 


k 
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On a donc, à l'instant t = 0 : 


{w1(1)| PO) Ip1(1)) = (21911 (0) 


(1 (1) (1) lp2(1)) = (p191 (0) 


(2 (1) (1) [p1 (1)) = (2291| p(0) 


(p2 (1)| PO) lp2(1)) = (p291 p(0) 


et 


(yı (2 


(pı (2 


(p2(2 


(y2(2 


p(2) |p2(2 


et lon a donc : 


p(0) p191) + 


P1Y2) = 


#12) = 


qe 
oI w 


oale ale ok oale 


On a de plus : 


our or onle als, our our afg o= 


oul$, or w als ous, ot w als 


O| = © al = Orle © QU 
noie Soie agon Sont ef on 


o =e Gi e 


o= a e 


e a 

oul CES ol 

O Tlos n 
[A © [$ 


we SS 


Y| o = 


Ol| = © o| = 
PEET 


# p(l) 


+ + 
€> © 
Io 

ale 


+ 
© 
Il 


163 


ole ale ole 
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2 V5 2 v3 T vi 
219) — 5 5 5 5 -| 2 $ j 
p 0) V3 3 V3 3 V3 12 F p@) 
75 5 5 5 75 25 


L'opérateur p décrit donc un état pur, ce qui est logique du fait que l’état 
l#(0)) est une superposition linéaire d'états et non un mélange statis- 
tique d'états, mais les opérateurs p(1) et p(2) décrivent des mélanges 
statistiques d'états, ce qui est dû au fait que l’état [#(0)) ne peut pas 
être mis sous la forme d’un produit tensoriel. Enfin, on a : 


8 Av3 2 V3 
25 25 25 925 
41 2 v3 Av3 12 V3 3 
5 5 5 5 25 25 25 
PL) @p(2)= |. ., 1e = £P 
T V3 3 2 V3 2 V3 
5 5 5 5 25 25 25 25 
V3 3 V3 3 
25 25 25 25 


On a donc | p(1) & p(2) Æ p |, ce qui prouve que |#(0)) ne peut pas être 
mis sous la forme d’un produit tensoriel d’états de particules prises 
séparément. 

Cet état est intriqué. Toute mesure réalisée sur la particule (1) affecte 
les résultats possibles de mesures réalisées sur la particule (2). 

Tel est le point de départ de l'expérience EPR d’Alain Aspect susmen- 
tionnée. 


Les exercices qui suivent portent sur l’opérateur densité ; ils supposent donc connus 
les notions et résultats du Complément Errr. 


3.17 Introduction à la matrice densité 


(ou opérateur densité) 


Enoncé. 


Soit p l'opérateur densité d’un système quelconque, |x1) et m, les vecteurs 
propres et valeurs propres de p. Écrire p et p? en fonction des |x1} et m ; quelle 
est l’allure des matrices représentant ces deux opérateurs dans la base {}x1)}, 
d’abord dans le cas où p décrit un état pur, puis dans le cas d’un mélange 
statistique d'états ? (On montrera que, dans un cas pur, p a un seul élément 
diagonal non nul, qui vaut 1, alors que pour un mélange statistique p a 
plusieurs éléments diagonaux compris entre 0 et 1). Montrer que p correspond 
à un cas pur si et seulement si la trace de p° vaut 1. 
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Commentaires. 


Un état est dit pur s’il est décrit par un ket unique |). Jusqu'à maintenant, 
nous n’avons considéré que des états purs et la matrice densité était définie 
comme p = |4) (l. 

Si létat initial du système est connu, alors ses états futurs sont entièrement 
déterminés par l’équation de Schrödinger. 

Pour un état pur, la connaissance de |#(t = 0)) permet la détermination de 
p(t = 0), et de p(t) via l’équation de Schrödinger. 


L'état initial du système n’est cependant pas toujours connu avec précision, 
mais il est possible qu’il soit décrit par un mélange statistique d'états |Y; 
de probabilités p;, au sens de la physique statistique : la matrice densité est 
alors définie comme p(t = 0) = 5 pi lbi) (il. Par exemple, les probabilités 


pi d’un état quantique initial en contact avec un thermostat pourraient être 
données par une distribution de Maxwell-Boltzmann. 

Nous allons donc être amenés à utiliser deux notions de probabilités aux 
interprétations physiques très différentes. La probabilité quantique d’une 
part, en termes de probabilité d’obtenir un résultat donné pour une mesure, 
qui contient toutes les informations accessibles pour un système quan- 
tique. La probabilité statistique d’autre part, qui provient du manque 
d'informations sur l’état du système. 


Soit p l'opérateur densité d’un système quelconque, 


X1) et m, les vecteurs propres 
et valeurs propres de p. Écrire p et p? en fonction des |x1) et m ; quelle est l’allure 
des matrices représentant ces deux opérateurs dans la base {|x:)}, d'abord dans 
le cas où p décrit un état pur, puis dans le cas d’un mélange statistique d'états ? 
(On montrera que, dans un cas pur, p a un seul élément diagonal non nul, qui vaut 
1, alors que pour un mélange statistique p a plusieurs éléments diagonaux compris 
entre 0 et 1). Montrer que p correspond à un cas pur si et seulement si la trace de 
p vaut 1. 

Considérons tout d’abord le cas où p décrit un état pur. Le vecteur d'état du 
système est alors connu à l'instant t : notons-le |[(t)). On a alors : 


p = WE) WOI = D IE) (Eu) Gal = D m Lu) Cul 
l 


l 
du fait que Y(t) (d(t)Ix1) = plxi) = m |x) par hypothèse, et en utilisant la 


relation de fermeture sur les vecteurs propres |x1), qui forment une base de l’espace 
des états du fait que p est hermitique. On a de plus : 


P = E IE) WO = E) (O1 = p = Dm Ixi) al 
l 
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On peut donc en déduire l’expression des éléments des matrices représentant les 
opérateurs p et p° dans la base {|x1)} : 


by =p = lee = td p Ti IX) o) ha) = X milila) xalxi) = midi 
1 7 


Ces matrices sont donc diagonales, leurs coefficients diagonaux étant les valeurs 
propres m. De plus, on a : 


p =p= p kimro Sn x) = mlx) > =meme({0,1} 


Or p est un opérateur densité, donc : 
Te p= 5 m=l 
l 


Les valeurs propres m; valant soit 0 soit 1 d’après ce qui précède, on peut donc en 
déduire que toutes les valeurs propres m, sont nulles à l'exception d’une seule qui 
vaut 1. Notons mm = 1 cette valeur propre. On a alors : 


P |Xm) = WE) (DE) Ixm) = Xm) S Xm) = lO) 


Dans le cas où p décrit un état pur, le vecteur d'état |#(#)) du système est vecteur 
propre de p associé à la valeur propre 1, et les autres vecteurs propres de p sont 
associés à la valeur propre 0. Les matrices représentant les opérateurs p et p? dans 
la base {|x1)} sont diagonales, et tous leurs termes diagonaux sont nuls à lexception 
du m-ième coefficient, m étant défini par [Xm) = |Y (t)}), qui est égal à 1. Dans ce 
cas pur, comme p? = p, on a Tr p = 1& Tr p? = 1. 


Considérons maintenant le cas où p décrit un mélange statistique d’états. On 


a alors : 
p =X pr (helt) (rlt) 
k 


avec XO = 1 et px € [0,1]. Par conséquent : 
k 


P= X pr lbe O) O = D pr leE) Olx al = >» (Ermo IYr (t) 10) bu) {xil 
k kd 


p=} m x) (ul 
l 


du fait que DZ Wt) Olx = pli) = mix) par hypothèse. On a de plus : 
k 


soit 


p F= Zn) Gal È m tm) (Xml = 2 mur bu) (al) (Xm| = 2 Lx) (xıl 
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du fait que les vecteurs propres |x1) forment une base orthonormée de l’espace des 
états. On peut donc en déduire l’expression des éléments des matrices représentant 
les opérateurs p et p° dans la base {|x1)} : 


pij = (Xile |x} = (xil D mi |X) ol) ho) = X mil) xalxi} = midi 
l 


l 


Pij = ale Ixi) = (xil : ri x) o) ha) = X a oalxo xalxs) = nsi 
l 


l 


Ces matrices sont donc diagonales, leurs coefficients diagonaux étant respective- 
ment les valeurs propres m et leur carré 7?. De plus, on sait que chaque coefficient 
diagonal 7, représente la population de l’état |x1), c’est-à-dire une probabilité com- 
prise entre 0 et 1. 


On a montré dans le premier cas que, si p représente un cas pur, alors Tr p? = 1. 
Réciproquement, nous avons vu dans le second cas que p}, = x;0;;, et l’on a donc 


Ty =ils) p =ils ei 
Or on a toujours Tr p = 1 dans le cas d’un mélange statistique d’état, d’où 
plié pasis n=l 


Or si aucun des 7; n’est égal à 1 et si tous les m; sont compris entre 0 et 1, on 
a nécessairement 5 mals 5 T? < 1. La seule possibilité pour que l’on ait 


LA u 
Tr p? = 1 est donc que tous les m; soient nuls à l'exception d’un seul que nous 
noterons Tm et qui est nécessairement égal à 1. On a alors : 


p= Sor |x) Xi] = Tm |Xm) (Xml = |Xm} (Xml 
l 


et p décrit alors un état pur. On a donc bien démontré que p correspond à un cas 
pur si et seulement si la trace de p? vaut 1. 


3.18 Évolution temporelle de la matrice densité 


Enoncé. 


On considère un système d’opérateur densité p(t), évoluant sous l'influence 
d’un hamiltonien H(t). Montrer que la trace de p? ne varie pas au cours du 
temps. Conclusion : le système peut-il évoluer de façon à être successivement 
dans un état pur et un mélange statistique d'états ? 
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Commentaires. 


Cet exercice fait suite au précédent et ne devrait être traité que dans cet 
ordre. Il analyse la différence entre états purs et mélanges statistiques d'états 
en utilisant l’opérateur densité et son évolution. 


Jorrigé. 


On considère un système d’opérateur densité p(t), évoluant sous l'influence d’un 
hamiltonien H(t). Montrer que la trace de p? ne varie pas au cours du temps. 
Conclusion : le système peut-il évoluer de façon à être successivement dans un état 
pur et un mélange statistique d'états ? 

Que p décrive un état pur ou un mélange statistique d'états, on a : 


ZPO = FOPO = FOPA -POO 


et l’on a, dans une base {|un}} : 


ce qui implique : 


E PO) = D tinl PO lun) = T (PO) = FOPO) -TOHO = 0 


n 


du fait que Tr{H(t)p?(t)} = Tr{p?(t)H(t)}, et la trace de p? (t) ne varie donc pas au 
cours du temps. Un système ne peut donc pas évoluer de façon à être successivement 
dans un état pur et dans un mélange statistique d'états : 


e si le système est initialement dans un état pur, Tr p?(0) = 1, et la trace 
de p?(t) ne varie pas au cours du temps donc Tr p?(t) = Tr p?(0) = 1 : le 
système demeurera toujours dans un état pur, 


e si le système est initialement dans un mélange statistique d'états, 
Tr p?(0) < 1, et la trace de p?(t) ne varie pas au cours du temps donc 
Tr p?(t) = Tr (0) < 1 : le système demeurera toujours dans un mélange 
statistique d'états. 


Si le système est dans un état pur, le système ne possède aucune inconnue au 
sens de la physique statistique. Son évolution est entièrement déterminée par 
l'équation de Schrödinger, et aucune inconnue ne peut être introduite ultérieure- 
ment. Si le système est dans un mélange statistique d'états dès le début (en raison 
d'interactions avec un thermostat ou avec l’environnement en général), le déter- 
minisme de l'équation de Schrödinger ne permet pas à lui seul de « trouver » l’une 
des inconnues. Une mesure est nécessaire pour expliciter (réduire) le problème : le 
système demeure dans un mélange statistique d'états et doit être décrit en utilisant 
à la fois la mécanique quantique et la mécanique statistique. 
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3.19 Matrice densité de deux particules 


Enoncé. 


Soit un système global (1)+(2), composé de deux sous-systèmes (1) et (2). A 
et B désignent deux opérateurs agissant dans l’espace des états £(1) 8 £(2). 
Montrer que les deux traces partielles Trı{ AB} et Trı{ BA} sont égales 
lorsque À (ou B) n’agit en fait que dans l’espace E(1), c’est-à-dire lorsque A 
(ou B) peut s’écrire : 


A=A(1)@1(2) (ou B=B(1)@1(2) 


Application : si opérateur H, hamiltonien du système global, est la somme 
de deux opérateurs n’agissant respectivement que dans €(1) et dans €(2) : 


H = H(1) + H(2), 


d 
calculer la variation —p(1) de lopérateur densité réduit p(1). Interprétation 
physique du résultat obtenu. 


Commentaires. 


Dans les exercices 11 et 16, nous avons étudié des systèmes constitués de 
deux particules quantiques. Dans les deux exercices précédents (17 et 18), 
nous avons introduit la matrice densité d’une seule particule. 

Ce chapitre se conclut par l’étude de la matrice densité de deux particules. 
La mécanique statistique est en effet issue de la mécanique quantique, et il 
faut aussi être capable de manipuler un grand nombre de particules, donc 
autant commencer avec deux ! 


Soit un système global (1) + (2), composé de deux sous-systèmes (1) et (2). À et 
B désignent deux opérateurs agissant dans l’espace des états E(1) & €(2). Montrer 
que les deux traces partielles Tr:{ AB} et Tr:{ BA} sont égales lorsque À (ou B) 
n’agit en fait que dans l’espace E(1), c’est-à-dire lorsque A (ou B) peut s’écrire : 


A= A(1)8&1(2) [ou B=B(1)&1(2) 


Application : si opérateur H, hamiltonien du système global, est la somme de 
deux opérateurs n’agissant respectivement que dans €(1) et dans €(2) : 


H = H(1) + H(2), 


Ab ne Paaa ER 
calculer la variation art) de l’opérateur densité réduit p(1). Interprétation 


physique du résultat obtenu. 


170 


Corrigés des exercices de Mécanique quantique, tome I 


Plaçons-nous, dans un premier temps, dans le cas où À = A(1) & 1(2) et B est 
quelconque. On a alors : 


(p:(2)| Tr1{4B} |p; (2)) 


D (Gr (1)p: (2) AB lpk )e3(2)) 


k 


DD (ex (1e: (2)] A lpm (2)) (11) pm (2) B ler (1) (2)) 


k l,m 

DD Deil) 812) ler(Dpm (2) 
k l,m 

X (p11)Pm(2)| B [pr (1); (2)) 

DD (pr (I A(D a) illem) 


k lm 
x (p1 (1)Ym(2)| B lpk (1)e5(2)) 
D (D) A(D a) (12:2) B lre (2)) 


k,l 


du fait que (w;(2)|&m(2)) = Oim, et 


(p:(2)| Tr1{BA} |p; (2)) 


D (r 0)y:(2)| BA lr (De; (2)) 


z 
DD (IB pm (2) (1m2) A lr (1)5(2)) 


k hm 
DODO (x (1)pi(2)| B lpi) pm (2)) 

k hn 
x (p1 (1)Pm(2)| A(1) 8 1(2) lpr (1); (2) 
DODO (or (1)pi(2)| B lpr (em (2)) 

k l,m 
x (ga (1) ACL) lpr (1)) (Pm (2)15(2)) 
XO (pr (De: (2)| B le (p2) (1) A(D) lpr (1) 


k,l 


D (Dei (2) B lpr Op 2) DIAD 0) 


k,l 
(:(2)| Tr1{4B} |p; (2)) 


du fait que (Ym(2)|p;(2)) = mj, et par changement de variable k + l dans la 
dernière somme. On a donc : 


Vi, j, (p:(2)| Tr {4B} ly; (2)) = (y: (2)| Tr:{B4} |y; (2)) & Trı {AB} = Tri{BA} 


Les opérateurs A et B ayant un rôle symétrique, on aboutira au même résultat si 
A est quelconque et si B = B(1) @ 1(2). 


Si H = H(1) + H(2), on a : 


art) 


d 1 1 
(Trap) = Tra À Do) = RTE o = A Teto pH) 


(H(1) + H(2))o — p(H(1) + H(2))} 
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DU) = AAH} + Dra{A(2)o} — Tra(pH(D} — TrafPH (2)}] 
= EMA (Dpt = TrafPH(1)}] = Z Tel), A 


du fait que Tr2{H(2)p} = Tr2{pH(2)} d'après ce qui précède étant donné que 
l'opérateur H(2) n’agit que dans l’espace €(2), et l’on a donc : 


d 


LP) = Trz ua} 


d 1 d 
Si l’on compare ce résultat avec l'expression —p = —[H, p], on constate que Pt 


s'obtient en remplaçant H par H(1) dans cette relation puis en lui appliquant 
l'opération de trace partielle par rapport à (2). 

Dans le cas de la physique statistique, l’intrication n’est pas possible. Les états 
intriqués sont en fait très fragiles et il est donc toujours possible de considérer les 
particules séparément. Le résultat ci-dessus reflète cette idée : l’évolution de p(1) 
ne dépend pas de la particule (2). 


Références 


Exercice 5 
Flügge (1.24), §§ 40 et 41 ; Landau and Lifshitz (1.19), § 22. 


Exercice 10 
Levine (12.3), Chapitre 14 ; Eyring et al (12.5), § 18b. 


Exercice 15 
Messiah (1.17). Chapitre VIII, § 14 ; Schiff (1.18), § 24 ; Merzbacher (1.16), 
Chapitre 18, § 7. 


Chapitre 4 


Corrigés des exercices du Chapitre 
IV (Complément Jy). Application 
des postulats à des cas simples : spin 
1/2 et systèmes à deux niveaux 


Ces exercices constituent une application plus ou moins directe du Chapitre IV et 
des chapitres précédents. Ils traitent principalement de problèmes physiques et nous 
serons donc particulièrement attentifs à l’interprétation physique des résultats, en 
plus de la résolution mathématique. 

Dans les exercices qui suivent, ce qu’on appelle le « spin > d’une particule peut 
décrire deux propriétés différentes sans aucune distinction : 


e soit une propriété intrinsèque à la particule, le nombre quantique de spin, 
qui vaut toujours 1/2 dans ce chapitre. Il est aussi lié à la valeur propre de 
l'opérateur S?. 


e soit une propriété extrinsèque à la particule, l’état quantique +1/2 du spin 
de la particule, qui est lié à la valeur propre de l’opérateur $,. 


Le contexte permet toujours de distinguer les deux ; c’est habituel en physique. 

Les deux derniers exercices de ce chapitre constituent des applications de la 
mécanique quantique à des systèmes quantiques réels : les molécules. Les modèles 
proposés sont simplifiés par rapport à l’état de l’art actuel de la physique moléculaire, 
mais on peut obtenir des résultats similaires. Nous nous efforcerons de commenter ces 
similarités et d'exploiter complètement la physique offerte par ces modèles simplifiés. 


4.1 Première approche pour les états de spin et la 
précession quantique 


Enoncé. 


On considère une particule de spin 1/2, de moment magnétique M = yS. 
L'espace des états de spin est rapporté à la base des vecteurs |+) et |—), 
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vecteurs propres de S, de valeurs propres +ñ/2 et —h/2. À l'instant t = 0 
l’état du système est : 


RCE = 0)) = |+) 


a. Si l’on mesure à l’instant t = 0 l’observable Sy, quels résultats peut-on 
trouver, et avec quelles probabilités ? 


b. Au lieu d’effectuer la mesure précédente, on laisse évoluer le système 
librement, sous l'influence d’un champ magnétique parallèle à Oy, de 
module Bo. Calculer, dans la base {|+),|-)}, l'état du système à 
l'instant t. 


c. On mesure à cet instant t les observables Sz, Sy, Sz ; quelles valeurs 
peut-on trouver, et avec quelles probabilités ? Quelle relation doit-il y 
avoir entre Bo et t pour qu’une des mesures donne un résultat certain 
a priori ? Interprétation physique ? 


Commentaires. 


Cet exercice est un problème relativement simple, et il constitue une appli- 
cation directe des notions introduites jusqu'à maintenant. Il importe de 
maîtriser les techniques requises dans cet exercice (calcul des résultats de 
mesures et de l’état du système à l'instant t) pour les exercices plus difficiles 
à venir. En ce qui concerne l'interprétation physique, l'équivalent classique 
de ce système est un moment cinétique, d’abord isolé puis placé dans un 
champ magnétique ; il sera intéressant de comparer les résultats de ce sys- 
tème quantique avec le cas classique. 

L’axe de quantification du problème est laxe Oz. Les kets |+) et |—) sont 
vecteurs propres de S, et pourraient être notés |+), et [—),. L'indice z est 
omis, mais il est indiqué pour les vecteurs propres |+), et [—), de Sz, de 
même pour Sy. 

N.B. La question c ne traite pas de mesures successives, mais de mesures 
séparées réalisées sur un même état. 


Corrigé. 
On considère une particule de spin 1/2, de moment magnétique M = yS. L'espace 
des états de spin est rapporté à la base des vecteurs |+) et |—}, vecteurs propres 
de S, de valeurs propres +h/2 et —ñ/2. À l'instant t = 0 l’état du système est : 
lyt = 0)) = |+) 
a. Si l’on mesure à l'instant t = 0 l’observable $,, quels résultats peut-on trou- 
ver, et avec quelles probabilités ? 
Ona: 
l+) + 1-)] 


l= = 
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et donc i 
lyt = 0)) = |+) = F Er t= 


et une mesure de l’observable Sy à l'instant t = 0 peut donc fournir les 
résultats : 


e +h/2 avec une probabilité de [.(+|#(t = 0)}|? = 


1 


DIR NI = 


e —ħ/2 avec une probabilité de |,(—|#(t = 0))|? = 


S; et S; ne commutent pas, donc toute mesure de Sy dans un état pro- 
pre de S, peut donner plusieurs résultats possibles, chacun avec sa propre 
probabilité. 


b. Au lieu d'effectuer la mesure précédente, on laisse évoluer le système libre- 
ment, sous l'influence d’un champ magnétique parallèle à Oy, de module Bo. 
Calculer, dans la base {|+) ,|—)}, létat du système à l'instant t. 


L'énergie potentielle classique du moment magnétique dans le champ magné- 
tique vaut 
W = -M.: Bo = —M,Bo = =4 Bosy 


En posant wo = —y Bo, l’hamiltonien de la particule devient 
He —7BoSy = WoSy 
Les vecteurs propres de l’hamiltonien sont donc les vecteurs propres ie et 


ħw ħw 
=i de Sy, avec les valeurs propres Eu et dE a respectivement. Or on 
T 


1 , 
Fi Z l+) +i|—)] 
l+} = à né | 


et l’on peut donc développer l’état |#(0)) sur la base des vecteurs propres 


I+), : 


w0) = = 7 [+1] 


En intégrant léquation de Schrödinger directement dans la base propre de 
l’hamiltonien, on peut en déduire l’état du système à l'instant t : 


We) = 


soit 
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c. On mesure à cet instant t les observables Sz, Sy, S+ ; quelles valeurs peut-on 
trouver, et avec quelles probabilités ? Quelle relation doit-il y avoir entre Bo et 
t pour qu’une des mesures donne un résultat certain a priori ? Interprétation 
physique ? 
On a, d’après le résultat de la question b : 
1 


ho(é)) = A i +), Fa etwot/2 |) 


$ 
cos 7 |+) + sin 


y 
wot 
I) 


et l’on peut développer |#(t)) sur la base {|+}, } : 


Wt) = cos SE |+) + sin 2 —) 


1 w 


= — feos = (+a + l-a) + sin Z (+ — =») 


l t à t FA 
= NE Ce + sin ar) +}, + (cost — sin at) -. 


On peut ainsi en déduire que : 
e une mesure de Sp peut donner les résultats : 


1 “1 
o +h/2 avec une probabilité |, (+|#(#))|? = = + z Sin wot, 


2 
de d 
o —h/2 avec une probabilité |+ (—|Y(t)}|? = 1 2 sin wot. 


Ces deux probabilités sont tracées sur la figure 4.1. L'état initial, à t = 0, 
est |+) donc d’après la question a, la mesure de Sẹ peut donner deux 
résultats qui sont équiprobables (de probabilité 1/2). 


le (D) 


1 
2 | 
| le (HD) 
0 27 N 
wo 


FIG. 4.1 — Représentations graphiques temporelles des probabilités d'obtenir les résultats 
+h/2 et —ħ/2 lors d’une mesure de Sz. 
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4 


1 


FIG. 4.2 — Représentations graphiques temporelles des probabilités d’obtenir les résultats 
+h/2 et —ħ/2 lors d’une mesure de Sz. 


e une mesure de Sy peut donner les résultats : 


o +h/2 avec une probabilité de |,(+{#(#))|? = 


DIRNDIH 


o —h/2 avec une probabilité de |,(—|#(t))|? = 


Dans ce cas, la probabilité d'obtenir chacun des deux résultats est cons- 
tante, indépendante du temps, du fait que les états |+) y Sont états 
propres de l’hamiltonien (c’est-à-dire des états stationnaires). 


e une mesure de S, peut donner les résultats : 


1. À 
o +h/2 avec une probabilité |(+|#(#)})|? = 5 + 308 wot, 


L ií 
o —h/2 avec une probabilité [(—|4(+)}|? = 3 3% wot. 
Ces deux probabilités sont tracées sur la figure 4.2. L'état initial est, 
comme indiqué plus haut, l’état |+} donc la mesure de S, donne pour 


résultat +ñ/2 (avec une probabilité de 1) à t = 0. 


Une mesure de Sy ne donnera jamais un résultat certain du fait que chaque 
résultat a une chance sur deux d’être obtenu, et ce indépendamment de la 
valeur de Bo. En revanche, une mesure de Sy donnera un résultat certain si 


sinwot = +1 & wot = (2k + DS EN 


et une mesure de S, donnera un résultat certain si 


coswot = El & wot = kr, kEN 
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Globalement, une mesure de Sy ou S, donnera un résultat certain si 


wot = ke s| —-yBot = ke N 


en supposant y < 0. Les probabilités d'obtenir +%/2 et —ñ/2 lors d’une 
mesure de Sy sont donc indépendantes du temps, tandis que les probabilités 
d'obtenir +%/2 et —ñ/2 lors d’une mesure de Sẹ ou S, varient au cours du 


` à P wo 
temps avec une fréquence qui est la fréquence de Bohr 27° et l’on retrouve 
T 


bien le fait que la particule est animée d’un mouvement de précession de 
Larmor autour de l’axe Oy. En mécanique quantique, les variations de Sy 
et S, au cours du temps représentées sur les figures 4.1 et 4.2 sont appelées 
oscillations de Rabi. 


La figure 4.3 représente l’équivalent classique de ce système quantique : la 
précession d’un moment cinétique S autour d’un champ magnétique Bo dans 
une base « naturelle » où la direction de Bo est celle d’un axe de la base. Les 
projections du moment cinétique sur les axes Ox ou Oz sont harmoniques 
dans ce cas classique, de même que les résultats des mesures de Sy et Sz 
dans le cas quantique. Les oscillations associées se produisent également à la 
même pulsation wọ. La projection du moment cinétique classique sur Oy est 
cependant constante alors que la mesure de Sy dans le cas quantique peut 
donner deux résultats (+h/2) : spin up ou spin down, avec une chance sur 
deux. 


Z 


FIG. 4.3 — Illustration d’une précession classique d’un moment cinétique S autour d’un 
champ magnétique Bo dans une base « naturelle ». 
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4.2 Suite de la première approche pour un champ 
magnétique non stationnaire 


Enoncé. 


On considère un spin 1/2, comme dans l'exercice précédent dont on utilise 
les notations. 
a. À l'instant t = 0, on mesure Sy, et on trouve +ñ/2 ; quel est le vecteur 
d'état |[#(0)) immédiatement après la mesure ? 


b. Immédiatement après cette mesure, on applique un champ uniforme 
parallèle à Oz et dépendant du temps. L'opérateur hamiltonien du 
spin H(t) s'écrit alors : 


On suppose que wo(t) est une fonction nulle pour t < 0 et t > T, et 
croissant linéairement de 0 à wo lorsque 0 < t < T (T est un paramètre 
donné, homogène à un temps). Montrer qu’à l'instant t le vecteur d’état 
peut s’écrire : 


1 f t) . —ib(t) 
—= |€ +) +1e = 
[0H I) 
où O(t) est une fonction réelle de t que l’on calculera. 


c. À un instant t = T > T, on mesure Sy. Quels résultats peut-on trouver, 
et avec quelles probabilités ? Déterminer la relation qui doit exister entre 
wo et T pour que l’on soit sûr du résultat. Interprétation physique ? 


Commentaires. 


Cet exercice fait suite au précédent et ne peut pas être traité indépendam- 
ment. L’accent est mis sur létat du système après une mesure et sur la 
compréhension de son évolution. 

Comme dans l'exercice précédent, le but est d’étudier le mouvement d’un 
spin dans un champ magnétique Bo(t) qui dépend linéairement du temps, 


wolt) = —yBo(t) de sorte que wo(t) = woz sur [0, T]. wo(t) est tracée en 


fonction du temps sur la figure 4.4. Le mouvement de précession ne se fait 
plus à vitesse constante mais est accéléré, ce qui est intuitif vu l’expression 
de wo (£). 


On considère un spin 1/2, comme dans l'exercice précédent dont on utilise les 
notations. 
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0 T 


FIG. 4.4 — Représentation graphique de wo(t) en fonction du temps. 


À l'instant t = 0, on mesure Sy, et on trouve +h/2 ; quel est le vecteur d'état 
f(0)) immédiatement après la mesure ? 
Du fait que la mesure de S} a donné +ñ/2, la particule se trouve, immédia- 
tement après la mesure, dans l’état propre correspondant de Sy associé à la 
valeur propre +ñ/2 : 

HO = Fy 


Comme dans l’exercice précédent, nous serons amenés à utiliser un hamil- 
tonien qui fait intervenir S, donc commençons par développer cet état sur 
la base propre de S, ({|+)}) : 


WO) = Hy = zz H + j 


. Immédiatement après cette mesure, on applique un champ uniforme parallèle 


à Oz et dépendant du temps. L'opérateur hamiltonien du spin H(t) s'écrit 
alors : 

H(t) = wo(t)Sz 
On suppose que wo(t) est une fonction nulle pour t < 0 et t > T, et crois- 
sant linéairement de 0 à wo lorsque 0 < t < T (T est un paramètre donné, 
homogène à un temps). Montrer qu’à l'instant t le vecteur d’état peut s'écrire : 


ly (t)) = 5 [ei |+) + je io(t) =) 


où 0 (t) est une fonction réelle de t que l’on calculera. 


Du fait que, par hypothèse, wo(t) est une fonction nulle pour t <0ett>T 
et croissant linéairement de 0 à wo lorsque 0 <t < T, ona: 


TS. si0<t<T 
0 iit<0oui>T 


H(t) = wo(t)Sz = { 
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Le vecteur d'état à l'instant t |#(t)) vérifie l'équation de Schrödinger 
ad 
HE) VO) = ihg VO 
Supposons que |y(t)} puisse effectivement s'écrire sous la forme 


WE) = = P H +ie #0 |) 


a 
On a alors, pour 0 <t<T': 
ad 
H(t) VE) = ih YO) 
Ka i0 (t) soilt) l — ; d ið (t) . —i0(t) | 
= 7 CSa Le |+) +ie | ) ih Le |+) +ie | ) 
hwo, f iot) - iatt) — _ d0(t) T ioa) - 40l) 
kz DT Le +) — 4€ |-)] = Era Le |+ — e -)] 


et la fonction 0(t) est donc solution de l’équation différentielle 


Orona 


d’après le résultat de la question a et donc 0(0) = 0. Le vecteur d’état peut 
donc bien s’écrire 


ee = 7 [O H Hiet 1) 


à l’instant t avec 


O(t) est adimensionnel, ce qui est normal pour une phase. 


c. À un instant t = T > T, on mesure Sy. Quels résultats peut-on trouver, et 
avec quelles probabilités ? Déterminer la relation qui doit exister entre wo et 
T pour que l’on soit sûr du résultat. Interprétation physique ? 
On a, d’après les résultats de la question b, H(t) = 0 pour t = r > T. Les 


états |+) et |—) sont toujours états propres de H(t), associés cette fois à 
la même valeur propre 0, ce qui implique que le vecteur d’état n’évolue pas 
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entre t = T et t = T > T. Le vecteur d'état à l'instant t = 7 a donc pour 
expression, d’après les résultats de la question b : 
1 


’ = À i -ý _ —iwoT Ea 
koma = a r a 


Développons le vecteur |Y(T)) sur la base {|+),} : 


Wo = 7 
= fer (ly +y) +74 (1-1, )] 


woT s woT 
= cos y isn—— [Sa 


jarta I+) & jeoT/4 |-)] 


Une mesure de Sy peut donc donner les résultats : 


A T 
e +ħ/2 avec une probabilité LH p(r)) À =g +300 T, 
t 1 T 
e —ħ/2 avec une probabilité |,(—[#(r)}|* = 373% Z 


Une mesure de Sy donnera un résultat certain si 


On constate ainsi que le spin 1/2 a un mouvement de précession de Larmor 
« accéléré » autour de l’axe Oz jusqu’à la date t = T, du fait que la vitesse 
angulaire de précession wo(t) croît linéairement entre t = 0 et t = T avec 
l'amplitude du champ magnétique Bo(t). On constate de plus que ce mouve- 
ment est équivalent à la date t = T à une précession de Larmor de vitesse 
io ten 4 À £ j : 
angulaire T soit la vitesse angulaire moyenne sur l'intervalle [0, T], autour 


de laxe Oz. Le mouvement du spin 1/2 demeure le même pour t > T en 
l’absence de champ magnétique, et l’on obtiendra donc à t = r > T pour 
résultat de la mesure de Sy le même résultat que si l’on avait effectué cette 
même mesure à la date t = T. Pour être sûr du résultat, il faut donc imposer 
un champ magnétique Bot) jusqu’à une date T à laquelle une mesure de Sy 
ne pourra donner qu'une seule valeur du fait que |Y) est maintenant |+), si 
Ts ar ou |-), si T = Petan 
wo wo 
typiques de ce qui est réalisé en résonance magnétique nucléaire (RMN), c’est- 
à-dire en imagerie par résonance magnétique (IRM). On trouve dans le cas 
~ 7 | dé(t) wo(t) | , v . 

général Nr Hier ce qui correspond dans ce cas à la vitesse angulaire 
moyenne sur l'intervalle [0, T]. 


. De telles manipulations du spin sont 
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4.3 Suite de la première approche pour un 
champ magnétique avec deux composantes 


Enoncé. 


On considère un spin 1/2, plongé dans un champ magnétique Bo de 
composantes : 


1 
B= p” 
By = 0 
1 
B, Co 0 
Les notations utilisées sont celles de l’exercice 1. 
a. Calculer la matrice représentant, dans la base {|+) ,|—)}, l'opérateur 
H, hamiltonien du système. 


b. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de H. 


c. Le système est à l'instant t = 0 dans l’état |—) ; quelles valeurs 
pourrait-on trouver si l’on mesurait l’énergie, et avec quelles proba- 
bilités ? 


d. Calculer le vecteur d’état |4(t)) à l'instant t. À cet instant, on mesure 
Sz ; quelle est la valeur moyenne des résultats que l’on peut obtenir ? 
Interprétation géométrique. 


Commentaires. 


Cet exercice ressemble également à l’exercice 1, si ce n’est que le champ 
magnétique possède dans ce cas deux composantes dans la base introduite 
précédemment. Cela résulte en un couplage entre les composantes de S dans 
la base. La physique demeure la même, mais le choix de la base est dif- 
férent. Cet exercice vise à montrer que le choix de la base est indépendant 
de la physique, et représente une bonne opportunité de travailler avec des 
opérateurs non diagonaux dans la base choisie. Le choix des axes est parfois 
imposé par d’autres parties du système (champs externes), et l’étude doit 
être conduite dans une base qui n’est pas la mieux adaptée à cette partie 
du problème. D'où l'importance d’être capable de s'adapter à cette base 
plus compliquée, tout en formulant la même interprétation simple que dans 


l’exercice 1 et en visualisant la physique. 


La question b utilise une méthode présentée dans le Complément Bry pour 
déterminer les valeurs propres, mais la méthode habituelle marche égale- 


ment, bien qu’elle ne soit pas explicitée ici. 
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Corrigé. 


On considère un spin 1/2, plongé dans un champ magnétique Bo de composantes : 


1 
B, = —B 
2 0 
By = 0 
1 
B; = — Bo 


Les notations utilisées sont celles de l'exercice 1. 
a. Calculer la matrice représentant, dans la base {|+),|—)}, l'opérateur A, 
hamiltonien du système. 


L'énergie potentielle classique du moment magnétique dans le champ magné- 


tique vaut 
W = —M - Bo = -M,B; — MB, = -Io + S2) 
v2 
En posant wọ = —7Bo, l’hamiltonien de la particule devient 


7Bo wo 
H = —~—-= (Sz + Sz) = — (Sr + Sz 
( ) 7 ) 


La matrice représentant l'opérateur H dans la base {|+) ,|—}} est donc : 


= nur à 


b. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de H. 


On a, d’après le résultat de la question a : 
hwo 1 1 ħwo 
H = a=k 
2V2 ( l =l ) 2V2 


hs) 


Soient 0 et 4 les angles tels que 


avec 


tan0 = 1 avec 0O<0<7T 
Boo. | 0 | avec 0<w<2T 
2V2 |2V2 


conformément à la méthode présentée dans le Complément Bry. On en déduit 
directement 0 = 7 et y = 0. La matrice K devient alors 


K = il tan de \ 1 tan 
TA tanĝe =ï 7 | tan -1 
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On a donc : 
. = l-k tan 0 à 2 
det(K — kI) = aan ol le — 1 — tan“ 0 
1 
Les valeurs propres de K sont donc k} = —— = V2 et k- = — = #3, 
cos 0 cos 0 


et celles de H sont 


Soient a et b les composantes de |+} sur |+) et |—). On a donc nécessairement : 
1 tan a \ _ 1 a 
tang —1 b } cosO | b 


1 
(5) e+ tngo = 08 (c0s0 - 1) a + in06 = 0 


et 
os 
0 0 0 0 0 
& (1-25 $- 1) a+ 2008 Fin So = 0 & = sin Ga + cos Sp = 0 


De même, si a et b sont les composantes de |#_) sur |+) et |—}, on a donc 
nécessairement : 


1 tan 0 a À 1 a 
tang —1 b ]  cosO \ b 


1 
(+5) a + tan 0b = 0 & (cos 0 + 1) a + sin 0b = 0 
cos 0 


et 


0 0 0 0 0 
= si —0 = — i —0 = 
& (200 5 L+ 1) a + 2008 sin Sb 0 & cos za + sin z0 0 


Les vecteurs propres de H sont donc : 


0 0 
hp) = cos > +) + sinz |—} = cos 5 + + sin + |—) 


8 
À 0 E T 
lp} = —sin;|+)+cos |) = sine |+) + cos = |) 


c. Le système est à l'instant t = 0 dans l’état |—) ; quelles valeurs pourrait-on 
trouver si l’on mesurait l’énergie, et avec quelles probabilités ? 
Développons l’état |#d(0)) = |—) du système sur la base {]d1)} des états 
propres. On a, d’après les résultats de la question b : 


0 0 0 0 
[V+) = cos 7 +) res =} p +) = cie W) — m lp) 


0 0 0 0 
Ip) = -sin 5 [+) + cos |) |) = sin; IV+) + cos > lp) 
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On a donc 
HH(O)) = |) = sin $ fb4) + cos li) 


Une mesure de l’énergie peut donc donner les résultats : 


ħw 0 

e E} = + avec une probabilité |(44|4(0))|? = sin? 77 sin? > 
ħw 0 

e FE = i a avec une probabilité |(4_|12(0)}|? = cos? = cos? T 


Calculer le vecteur d'état |#(#)) à l'instant t. À cet instant, on mesure Sy ; 
quelle est la valeur moyenne des résultats que l’on peut obtenir ? Interpréta- 
tion géométrique. 


Du fait que, d’après les résultats de la question c, 


P(O)) = 1) = sin $ +) + cos $ [#_) 


on a 
7 —iwot/2 Q iwot/2 
M(E) = sin Sett? |.) + cos Zeot? p) 


La valeur moyenne des résultats que l’on peut obtenir en mesurant Sy vaut 


(Ss) 


O Se VE = 5 OIH I =) D E) 
KUOLI E) + leE] 


h 
2 


DIS 


Or on a, d’après les résultats de la question b : 


ds e 
lyt) = sin ze iwot/2 lp) + cos L eimot/2 l) 
Q i (2 a] > 8 0 
= sin-e “v0t/? (cos — |+) + sin = E) + cos —eiv0t/2 (- sin — |+) + cos — i=) 
2 2 2 2 2 2 
t @ ; TER 
= —isinĝðsin — +) + (cos? ar Rae ge v0t/à) ps 


, . wot 20 wot . wot -30 wot .. wot 
= isin 8 sin I+) + (cos cos +isin + sin cos isin |—) 
2 2 2 2 2 2 2 


: … ‘pt wot . wot 
= Le E cos A T |) 


On en déduit ainsi 
$ 
(+| y(t)) = —i sin 8 sin — 


t t 
(—| y(t)} = cos + + à cos 0 sin = 
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et donc 
ħ 
(Sa) = 5 AOH E + Ol HE 
E h ss A wot wot $ Š wot 
aa fisin osin 22t (cost + icosbsin 2) 
—i ne he idee 
2 2 2 
i . 2 Wot h. 
= —ħcosð sinsin q= sin 20 (1 — cos wot) 
soit 


h R oA 
(S= =i (1 — cos wot) = =a + r cos wot 


T 
du fait que 0 = — d’après les résultats de la question b. La valeur moyenne 
(Sz) des résultats de la mesure de Sy oscille donc, au cours du temps, entre 
w 
la valeur 0 et la valeur —ñ/2 à la fréquence de Bohr a> La valeur moyenne 
T 


(Sz) se comporte donc comme le ferait la composante sur x d’un moment 
cinétique classique de module ñ/2 qui serait animé d’un mouvement de pré- 


B 
cession de Larmor autour du champ magnétique Bo = 7% (ex + ez), cette 


valeur moyenne étant nulle lorsque le moment cinétique se trouve sur l’axe 
Oz, et égale à —ñ/2 lorsque le moment cinétique se trouve sur laxe Ox. La 
physique est rigoureusement la même que dans l’exercice 1, mais les équations 
sont différentes en raison du changement de base. 


4.4 Matrice densité et mesures du spin 


Enoncé. 


On considère le dispositif expérimental décrit au § B-2-b du Chapitre IV (cf. 
figure 8) : un jet d’atomes ayant un spin 1/2 traverse un premier appareil, qui 
sert de « polariseur » dans une direction faisant dans le plan xOz un angle 
0 avec Oz, puis un second appareil, l’analyseur, qui mesure la composante 
S- du spin. Entre le polariseur et l’analyseur, on suppose dans cet exercice 
qu’on applique sur une longueur L du jet atomique un champ magnétique 
Bo uniforme et parallèle à Ox. On appelle v la vitesse des atomes et T = L/v 
le temps pendant lequel ils sont soumis à l’action du champ Bo. On pose 
wo = —y Bo. 

a. Quel est le vecteur d’état 1) d’un spin au moment où il pénètre dans 

l’analyseur ? 
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b. Montrer que, lors de la mesure effectuée dans l’analyseur, on 
a une probabilité égale à (1 + cosfcosw9T) de trouver /2, 
et 4(1 — cos ð coswoT) de trouver —ñ/2. Interprétation physique ? 


c. (Cette question et la suivante font intervenir la notion d’opérateur 
densité, définie dans le Complément Errr. Il est également conseillé de 
se reporter au Complément Ery). Montrer que la matrice densité pı 
d’un spin qui pénètre dans l’analyseur s'écrit, dans la base {}+) ,|—)} : 


1 1 + cos 0 coswoT sin 0 +icosôsinwoT 
E sin 0 — i cos ĝ sin wọT 1 — cos 0 coswoT 


Calculer Tr(p1Sx), Tr(p1Sy) et Tr(p18z). Interprétation ? L'opérateur 
densité pı décrit-il un état pur ? 


d. On suppose maintenant que la vitesse d’un atome est aléatoire et que, 
de ce fait, le temps T n’est connu qu'avec une certaine incertitude AT. 
De plus, le champ Bo est supposé suffisamment grand pour que l’on ait 
woAT > 1 ; les valeurs possibles du produit wọT sont alors (modulo 
27) toutes les valeurs comprises entre 0 et 27, et sont également pro- 
bables. 


Quel est dans ce cas l'opérateur densité p2 d’un atome au moment où il 
pénètre dans l’analyseur ? p2 correspond-il à un cas pur ? Calculer les 
quantités Tr(p283), Tr(p28,) et Tr(p2$,). Interprétation ? Dans quel 
cas l’opérateur densité décrit-il un spin complètement polarisé, ou au 
contraire complètement dépolarisé ? 


Décrire qualitativement les phénomènes observés à la sortie de 
l’analyseur lorsqu'on fait varier wo de zéro jusqu’à une valeur où la 
condition wpAT >> 1 est réalisée. 


Commentaires. 


Cet exercice décrit une séquence expérimentale complète. Il commence par 
une mesure du spin, ce qui impose un état de spin initial particulier. Le 
spin évolue ensuite librement dans un champ magnétique uniforme et est 
de nouveau mesuré pour déterminer son état après son évolution et pour 
vérifier la validité de la description quantique (à ce jour, aucune expérience 
n’a jamais remis en question la mécanique quantique). 

Pour la question c, la matrice densité d’un état pur, c’est-à-dire décrit par un 
ket |Y}, est définie comme p = |Y} (Y|. La valeur moyenne de cette mesure 
peut donc être extraite de la matrice densité en utilisant la trace. 

La dernière question éclaire la complexité des mesures d’un système quan- 
tique. La mesure est réalisée à un instant T, mais l'incertitude AT (très 
probablement négligeable devant T) est grande par rapport à la durée de 


précession caractéristique —. Une approche statistique est donc requise. 
w 


0 
Une telle approche est enrichissante, mais plus difficile conceptuellement. 
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On considère le dispositif expérimental décrit au $ B-2-b du Chapitre IV (cf. figure 
8) : un jet d’atomes ayant un spin 1/2 traverse un premier appareil, qui sert de 
« polariseur » dans une direction faisant dans le plan xOz un angle 0 avec Oz, puis 
un second appareil, l’analyseur, qui mesure la composante S, du spin. La figure 
8 du Chapitre IV est rappelée sur la figure 4.5. Entre le polariseur et l’analyseur, 
on suppose dans cet exercice qu’on applique sur une longueur L du jet atomique 
un champ magnétique Bo uniforme et parallèle à Ox. On appelle v la vitesse des 
atomes et T = L/v le temps pendant lequel ils sont soumis à l’action du champ 
Bo. On pose wo = —7Bo. 


FIG. 4.5 — Le premier appareil prépare les spins dans l’état |+), (u est le vecteur unitaire 
du plan xOz faisant un angle 0 avec Oz) ; le second mesure la composante S+ : les résultats 
possibles sont +//2 (probabilité cos? 0/2) et —ħ/2 (probabilité sin? 0/2). 


a. Quel est le vecteur d'état |1) d’un spin au moment où il pénètre dans 
l’analyseur ? 


D’après la relation (B-9) du Chapitre IV, l’état des atomes à leur sortie du 
polariseur est : 


0 . Ô 
lo) = cos z |+) + sin i |) 


du fait que y = 0, la direction du polariseur se trouvant dans le plan xOz. 
L'énergie potentielle classique du moment magnétique des atomes dans le 
champ magnétique vaut 


W = -M. Bo = —M;B = —yBo Sz 


En posant wọ = —yBo, l’hamiltonien de la particule devient H = —y Bo Sz = 
WoSz. Les états propres de l’hamiltonien sont donc les états propres |+), 


ħwo hwo i 
et |—)„ de Sz, avec les valeurs propres +a et = respectivement, avec 
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1 
|E); = 7 


0 .… 0 
fo) = cos $+) +551) = 


|+) + [-)]. Or on a : 


7° 
- 2 (cos Sing) + Eu! s)1. 


L'état des atomes au bout d’un temps t pendant lequel ils sont soumis à 
l’action du champ Bo est donc : 


1 0 0 i 0 ON . 
l(E)) = Z (cos 5 + sin :) "ue |+, + (cos z= sin £) eiwot/2 -. 


Lorsqu'ils pénètrent dans l’analyseur, les atomes ont été soumis pendant une 
durée t = T à l’action du champ Bo, et l’on a donc : 


1) = ATI = r |(c : + sin z) er 07/2 [+ + (cos : sin 2) care | 


Montrer ane, lors de la mesure effectuée dans l’analyseur, on a une probabilité 
égale à 4(1 + cos 8 coswoT) de trouver A/2, et 4(1 — cos 0 coswoT') de trouver 
—h/2. Taterbrétaton physique ? 

On a, d’après le résultat de la question a : 


1 0 0 ; 0 0 ; 
lW) = — (cos z + sin :) e-#07/2|4 + [cos = sin 2) PRES l)a 


2 
cos pain À Ve ot E EN) de Pons 2 ain 2 er qu |) 
[( 2 72 1 a 


1 
2 
0 woT Dai 0 " woT " 0 woT ” 0 G woT 
= cos — cos isin — sin |+) + (sin — cos icos — sin |—) 
2 2 2 2 2 2 


2 


La probabilité de trouver ñ/2 lors de la mesure de S, vaut donc 


0 T 0 T 
K+)? = cos? z cos? cu + sin? à = gin? Sn 
_ 1+cos0 1+coswoT $ 1 — cos 0 1 — cos wọT 
D 2 2 3 a 
soit 
il 
Iy)? = sgn + cos 0 cos woT ) 


et la probabilité de trouver —ñ/2 lors de la mesure de S, vaut 


0 T 0 woT 
K-i)? = sin? 5 cos? D + cos? 5 sn = 
-e lcat ltear Lios? 1— eosi 
D 2 2 2 2 


soit 
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(1 — cos 0 coswoT) 


NI = 


I= = 


En l’absence du champ magnétique Bo, les probabilités de trouver ñ/2 et 
—ħ/2 lors de la mesure de S, valent respectivement : 


Ily)? = cos? = = = (1 + cos 0) et |(-|y1)|? = sin? = = ü — cos 6) 


NID 


1 
2 


et l’on constate donc que l'influence du champ magnétique Bo se traduit 
par le terme supplémentaire coswọT qui va venir diminuer le terme cos 0. Il 
est donc possible, en choisissant judicieusement les valeurs de Bo et de T, 
d'annuler l'influence de l’angle 0 sur la mesure de S, et d’obtenir les résultats 
ħ/2 et —ħ/2 à probabilités égales. 


c. (Cette question et la suivante font intervenir la notion d’opérateur densité, 
définie dans le Complément Errr. Il est également conseillé de se reporter au 
Complément Ery). Montrer que la matrice densité pı d’un spin qui pénètre 
dans l’analyseur s'écrit, dans la base {|+) ,|—)} : 

_ 1 1 + cos 0 coswoT sin 0 + i cos 8 sin wọoT 

m=z ( sin  — i cos 0 sin wọT 1 — cos 0 coswoT ) 


Calculer Tr(p1 Sz), Tr(p1Sy) et Tr(p15:). Interprétation ? L'opérateur densité 
pı décrit-il un état pur ? 


On a, d’après les résultats de la question b : 


p = ewal 
woT | woT 
= cos — cos isin — sin +) 
3 2 2 
F 0 E 
+ (sin $ cos a =c z sin = ) =) 


1 0 0 T T 
= 3 (1 + cost cos wo) |+) 1+] | (cos Ein £ + cos Ø cos i sin 2 Jen | 


woT 


0 0 T L 
+ (cos au — i cos f cos sin aT) |—) (+| + “ils — cos 8 coswoT) |—) (—| 


et donc, dans la base {|+) ,|[—)} : 


o 1 1 + cos 0 coswoT sin 0 + i cos ĝ sinwoT 
meg sin 0 — i cos 0 sin wọT 1 — cos 0 coswoT 
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On a ensuite : 


Tr(p18x) 


On a donc : 


TE 


Tr 


Tr 
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[h 1 + cos 0 cos woọoT sin 0 + i cos 0 sinwoT O À 
[4 sin 0 — i cos 0 sinwoT" 1 — cos 0 cos woT 1 0 
[h sin 0 + i cos 0 sin woọoT 1 + cos 8 cos woT _h mo 
[4 1 — cos 0 cos woT" sin 0 — i cos O0 sinwoT nn 
[h 1 + cos 0 cos woọoT' sin 0 + i cos 0 sin wọoT 0 —i 
[4 sin 0 — i cos ĝ sin wọT 1 — cos 0 cos woT à 0 
[h — cos sinwoT +isinð —i(1 + cos 8 coswoT) 

[4 i(1 — cos 8 coswoT) — cos 0sinwoT — isin@ 


— . cos 06 sinwoT 


[A 1 + cos 0 cos woT" sin 0 + i cos 0 sin woọoT íi 0 
[4 sin 0 — i cos 0 sin wọoT 1 — cos 0 cos woT 0 —1 
[h 1 + cos 0 cos woọoT — sin ĝ — i cos f sin wọT' 

[4 sin 0 — i cos 0 sin wọT cos 0 coswoT — 1 


cos 0 cos woT 


j-tu- L sing 


h 
(Sy) = Tr(p1Sy) = -3 cos 0 sin woT 


h 
(Belin) 3 cos 0 cos woT 


et ces valeurs moyennes se comportent comme le feraient les composantes 
d’un moment cinétique classique de module ñ/2 orienté suivant le vecteur u 


faisant un angle z — 0 avec Ox et un angle y = woT + Z avec Oy dans le 


plan yOz qui serait animé d’un mouvement de précession de Larmor autour 


de Ox. On a enfin : 


[(1 + cos 0 cos woT)? + sin? 0 + cos? 8 sin? woT] 
[1 + 2 cos 0 cos woT + cos? 0 cos? woT + sin? 0 + cos? 0 sin? woT] 


1 + cos 8 coswoT] = (+| p1 | +) 


(1 + cos 8 cos woT') (sin 0 + i cos 0 sin woT) 


(sin 0 + i cos 0 sin woT)(1 — cos 0 cos woT)] 


sin 0 + i cos 0 sin woT] = (+| p1 |—) 


2 1 
Hi) = + 
— -1l 

=z 

— 41 

=š 

2 1 
Hal) = 3 
+ 

aA 

=3 

2 1 
CH) = 4 
+ 

1 

2 


(1 + cos 8 coswoT)(sin 8 — i cos 0 sinwoT) 


(sin 0 — i cos 8 sin woT)(1 — cos 8 cos woT)] 


sin 0 — i cos 0 sin woT] = (-| pı |+) 
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(lfl) = [(1 — cos cos woT)? + sin? 0 + cos? 8 sin? woT] 


[1 — 2 cos 0 coswoT + cos? 8 cos? woT + sin? 0 + cos? 0 sin? woT] 


niese ele ele 


= = [1-— cos coswoT] = (—| p1 |—} 


On a donc p? = pı, et pı décrit un état pur, ce qui est logique du fait que 
l’état |1) déterminé à la question a est une superposition linéaire d'états et 
non un mélange statistique d’états : le spin est donc complètement polarisé. 


d. On suppose maintenant que la vitesse d’un atome est aléatoire et que, de ce 
fait, le temps T n’est connu qu'avec une certaine incertitude AT. De plus, le 
champ Bo est supposé suffisamment grand pour que l’on ait woAT >> 1 ; les 
valeurs possibles du produit wọT sont alors (modulo 27) toutes les valeurs 
comprises entre 0 et 27, et sont également probables. 


Quel est dans ce cas l’opérateur densité p2 d’un atome au moment où il 
pénètre dans l’analyseur ? p2 correspond-il à un cas pur ? Calculer les 
quantités Tr(p253), Tr(p2S,) et Tr(p2S.). Interprétation ? Dans quel cas 
l’opérateur densité décrit-il un spin complètement polarisé, ou au contraire 
complètement dépolarisé ? 


Décrire qualitativement les phénomènes observés à la sortie de l’analyseur 
lorsqu'on fait varier wọ de zéro jusqu’à une valeur où la condition woAT > 1 
est réalisée. 
Du fait que les valeurs possibles du produit wọT sont toutes les valeurs com- 
prises entre 0 et 27, l'opérateur densité pı déterminé à la question c est 
l'opérateur densité pr correspondant à l’état |[dr) = |ÿ1) pour une valeur 
donnée de T. On a donc : 

2 

0 


2z 2z 2 
= | prprdT avec f|" prdt = 18 pr [ar = 16 pr = 
0 0 0 27 


du fait que toutes les valeurs de T sont également probables, la densité de 
probabilité est uniforme (elle peut être déterminée sans calculer d’intégrale), 


d’où : 
2m 
wo wo 
PR = — pdt 
27 Jo 
à 2z ò 2z 
Z +ooso f” cos woT dT Z sin0 ticos f” sinwoT dT 
_ wo wo 0 wo 0 
p Ar 27 27 
2 w 2 w 
2 ding — icos0 | ° sinwoT dT 2 coso | ? coswoT dT 
wo 0 wo 0 
soit 
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On a alors : 


2 _ 1 Í sin 0 Í sne \ _1 1 + sin? 0 2 sin 0 a 
P25=7\ sin0 1 sin0 1 241 2sn0 1+sin20 ) 7 P2 


et p2 ne correspond pas à un cas pur mais à un mélange statistique d'états. 
On a ensuite : 


masa = Me Y(T 6) CE? mo = se 
Tr(p2Sy) = Tr mn ( pa e ) ( i P ) =Tr ( pri Poe ) = 
Tr(p2S2) = Tr ( E Le ) ( l Le ] =T ( EF Du ] is 
On a donc : 


Le spin acquiert donc une polarisation parallèle au champ dans lequel il est 
plongé, et l’opérateur densité décrit maintenant un spin partiellement polarisé 


selon Ox. Le spin est donc complètement polarisé pour 0 = = + kr,k € Z 


et complètement dépolarisé pour 0 = kr,k € Z. Ce type de dynamique est 
typique des expériences de RMN. 

Regardons maintenant ce qui se passe à la sortie de l’analyseur lorsqu'on fait 
varier wo de zéro jusqu’à une valeur où la condition wpAT >> 1 est réalisée : 


e lorsque wọ = 0, c’est-à-dire en l’absence de champ magnétique, nous 
avons vu à la question c que le spin est complètement polarisé, et l’on a : 


h 
A = 2 sin 0 


h 
S = cos 0 sinwoT = 0 
h h 
(Sz) = = cos 0 coswoT = — cos 0 
2 2 
Le spin est donc complètement polarisé dans le plan xOz. 


e lorsqu’on augmente la valeur de wọ, c’est-à-dire que l’on fait apparaître 
un champ magnétique parallèle à Ox, la composante (S,) devient non 
nulle : le spin demeure complètement polarisé mais acquiert une com- 
posante selon Oy tandis que sa composante selon Ox demeure constante. 


ħ ħ 
Les composantes (Sy) et (Sz) varient entre =z cos Ô et 3 cos 0 avec une 


T 
fréquence 97” la norme de la composante dans le plan yOz demeurant 
T 
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h 
égale à — cos 0. Les valeurs moyennes de Sz, Sy et S, se comportent alors 


comme le feraient les composantes d’un moment cinétique classique de 
module ñ/2 qui serait animé d’un mouvement de précession de Larmor 
autour du champ magnétique parallèle à Ox. 

e enfin, lorsque la condition wÿAT >> 1 est réalisée, la polarisation du spin 
s'oriente dans la direction du champ magnétique, mais le spin n’est que 
partiellement polarisé du fait que (Sz) demeure constante et inférieure 
à h/2. 


L’équivalent classique de ce système est un ensemble de spins qui précessent 
tous à des fréquences différentes, et qui s’ajoutent vectoriellement pour donner 
le résultat de la mesure. 


4.5 Opérateur d'évolution d’un spin 1/2 
(cf. Complément Frrr) 


Enoncé. 


On considère un spin 1/2, de moment magnétique M = yS, plongé dans 
un champ magnétique Bo de composantes By = —wg/Ņ, By = —-wy/7, 
B, = -w,/7. On pose : 

wo = —7|Bol 


a. Montrer que l'opérateur d'évolution de ce spin s'écrit : 


U(t, 0) 8 


où M est l'opérateur : 


I 1 
M — À DACA + Wy Sy + Wz Sz] —= 2 [wrs x + WyOy + W:0;| 


Ox, Oy, Oz étant les trois matrices de Pauli (cf. Complément Ary). Cal- 
culer la matrice représentant M dans la base {|+) ,[—)} des vecteurs 
propres de $,. Montrer que : 


b. Mettre l’opérateur d'évolution sous la forme : 
t 2i t 
U (t, 0) = cos (=) = TM sin (=) 


c. On considère un spin qui à l'instant t = 0 est dans l’état |Y(0)) = |+). 
Montrer que la probabilité Z4 (t) que l’on a de le trouver à l'instant 
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t dans l’état |+) est : 
P(t) =| (+U, 0) |+)? 
et établir la relation : 


w? +w t 
Palt = 1 — M sin? (=) 


Interprétation géométrique. 


Commentaires. 


Cet exercice généralise les exercices précédents au cas d’un spin 1/2 placé 
dans un champ magnétique stationnaire. Dans ce cas plus général, des outils 
de description plus sophistiqués sont requis, tels que l’opérateur d'évolution 
(cf. Complément Fin) et les matrices de Pauli (cf. Complément Ary). Malgré 
la complexité accrue de ce cas général, la physique demeure la même et le 
mouvement du spin demeure une précession de Larmor autour du champ 
magnétique. 


Corrigé. 

On considère un spin 1/2, de moment magnétique M = yS, plongé dans un champ 
magnétique Bo de composantes B; = —w:/7, By = —wy/ 1, B, = -w,/7. On pose : 
wo = —7|Bol 
a. Montrer que l’opérateur d'évolution de ce spin s'écrit : 

U(t,0) = e M? 
où M est l’opérateur : 


1 1 
M = À [wr Sr + wySy +wS] = 3 [WrOx + Wy0y + wz0z] 
Ox, Oy, Oz étant les trois matrices de Pauli (cf. Complément Ary). Calculer la 
matrice représentant M dans la base {|+} ,|—}} des vecteurs propres de S. 
Montrer que : 


L'énergie potentielle classique du moment magnétique d’un spin 1/2 dans le 
champ magnétique vaut 


W = —M Bo = -M,B, — MyBy — MB, = —-y(B;S; + BySy + B252) 
Avec les notations introduites, on a donc : 


H = —q(BzSs + BySy + B282) = Wg Sr + WySy + w8, 
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L'opérateur H ne dépend pas du temps et, d’après l'équation (18) du Com- 
plément Frrr, l'opérateur d'évolution de ce spin s’écrit donc : 


U(t,0) pe e`iHt/h = ẹ`iMt 


avec 


1 1 
M= z [Wese + wySy + wS] = 3 [WrTs + Wy0y + w02] 


h 
du fait que S = z” La matrice représentant M dans la base {|+) ,|[—)} est 


donc : 
M = g [207 + wy0y + w02] 
1 0 1 0 —i 1 0 
io) o)ra 5) 
soit 
Il s'ensuit 


1 
M? = à [wraz + wyOy + woa 


I 
= + [wÉos + w0? + w202 + wewy (Cx0y + 0y0x) 
+HwgWz (0302 + 0202) + Wywz (0y0z + 020) 


et l’on a donc bien 


du fait que 


Ojok = X EjkiOt + ÔjkI 
l 


d’après la relation (11) du Complément Arv. 


b. Mettre l’opérateur d'évolution sous la forme : 


$ 2i t 
U (t, 0) = cos (+) = M sin (=) 


wo 


Nous avons montré à la question a que : 


PAU ET ss 
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On a donc : 


Loco si k +00 3 2k Loo -i ak ii 
U(t,0) = RDS Mi) peus 
k=0 


ras k! = (2k)! (2k +1)! 
+00 p M2kt2k | +00 M2k+142k+1 
= Le Tk) =i L (2k + D! 
k=0 k=0 | 
wo 2 


Enfin, nous avons montré à la question a que M? = iia , et l’on a donc : 


+0 /_1)k w 2k à +00 aih ” Siri 
f Sue (y PLEER 


soit 


. On considère un spin qui à l'instant t = 0 est dans l’état |#(0)) = |+). 


Montrer que la probabilité Z,,(t) que l’on a de le trouver à l'instant t dans 
létat |+) est : 
P(t) = | (+U, 0) |+)? 


et établir la relation : 
w +w? t 
Palt) = 1 s= -z Yy sin? (=) 


Interprétation géométrique. 


Ona: 


Palt) = (Hy = | (HUC, 0) 140)? = (HU 0H 


D’après le résultat de la question b et la matrice représentant M déterminée 
à la question a, on a : 


UCO) +) = cos (AE) j — E sin (ERE) Cu 14) + (us + 1) 


Ei wot is à wot 
(HUO) H = cos ( t) E sin ( x) 


et donc 
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La probabilité recherchée vaut donc : 


Pipli) 


| (+H U(t, 


0) |- 


wot 


cos? ( 


soit 


199 


Le spin qui était dans l’état |+) à l'instant t = 0 se retrouvera donc dans 


w 
létat |+) à une fréquence égale à la fréquence de Bohr 22 ce qui con- 


firme bien que le spin subit une précession de Larmor autour du champ 


magnétique Bo. 


La conclusion et l'interprétation sont les mêmes que dans les exercices 1 ou 3 : 


le 


spin précesse. Voir figure 4.3 pour une illustration de ce mouvement. 


4.6 Étude de l’état de spin de deux particules 
décrites par une fonction d’onde unique 


Enoncé. 


On considère le système constitué par deux spins 1/2, Sı et S2, et la base 


des quatre vecteurs |+, 
à l'instant t = 0 dans l état : 


CO) = à 1++) + 


1 1 
+) 


) définie dans le Complément Dry. Le système est 


a. À l'instant t = 0, on mesure Sı; ; quelle probabilité a-t-on de trou- 
ver —h/2 ? Quel est le vecteur d’état après cette mesure ? Si l’on 
mesure ensuite S1,, quels résultats peut-on trouver, et avec quelles 
probabilités ? Mêmes questions si la mesure de Sı, a donné +ñ/2. 


Le système étant dans l’état |[#(0)) écrit plus haut, on mesure simul- 


tanément S17 et S2, ; quelle probabilité a-t-on de trouver des résultats 


opposés ? Identiques ? 


sous l'influence de l’hamiltonien : 


H = uw: 


Siz + W2S, 


Au lieu d’effectuer les mesures précédentes, on laisse évoluer le système 


Quel est le vecteur d'état |#(t)) à l’instant t ? Calculer à l'instant t les 
valeurs moyennes (S1) et (S2). Interprétation physique. 
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d. Montrer que les longueurs des vecteurs (S1) et {S2) sont inférieures 
à ħ/2 ; quelle devrait être la forme de |#(0)) pour que ces longueurs 
soient toutes deux égales à +ñ/2 ? 


Commentaires. 


Cet exercice semble beaucoup plus complexe que ceux étudiés précédemment 
du fait qu’il faut considérer un second spin. Il n’y a pas d'interaction entre 
les spins, mais ils sont tous deux décrits par une fonction d’onde unique qui 
introduit des corrélations : des mesures réalisées sur une particule affectent 
les mesures réalisées sur l’autre. L'interprétation de cet exercice est facilitée 
en considérant que les deux particules sont discernables. 
Dans le chapitre précédent, nous avons souligné l’importance du cas où une 
fonction d’onde unique décrit deux particules en même temps (voir les exer- 
cices 11 et 16 du Chapitre III). Nous avons étudié la différence entre : 
e les états qui peuvent s’écrire comme des produits tensoriels d'états de 
particules prises séparément, toute mesure réalisée sur une particule 
n’affecte pas l’autre, 


e les états intriqués qui ne peuvent pas s’écrire comme des produits ten- 
soriels d'états de particules prises séparément et toute mesure réalisée 
sur une particule affecte l’autre (comme dans l’expérience EPR). 

Il est intéressant de voir dans quelle catégorie se place l’état de cet exercice. 
L'état de ces particules ne peut pas s’écrire comme un produit tensoriel 
d'états des deux particules prises séparément mais, contrairement à celles 
de l'expérience EPR, ces particules sont discernables. 


On considère le système constitué par deux spins 1/2, Sı et S2, et la base des 
quatre vecteurs |+, +) définie dans le Complément Dry. Le système est à l’instant 
t = 0 dans l’état : 


1 
| E. m 

+-+ ZI) 

a. À l'instant t = 0, on mesure S1; ; quelle probabilité a-t-on de trouver —ñ/2 ? 
Quel est le vecteur d’état après cette mesure ? Si l’on mesure ensuite Siz, 
quels résultats peut-on trouver, et avec quelles probabilités ? Mêmes questions 
si la mesure de Sı, a donné +ñ/2. 

Si l’on mesure Sz à l'instant t = 0, on a une probabilité de 


I=) + ONE 


de trouver —ñ/2. Le vecteur d'état immédiatement après cette mesure est 


ly (0) =|- 
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soit 


1 
du fait que |+), = Z [[+) +|-)]. Remarquons que |y(0))  |#'(0)). Le 
premier état correspond à l’état précédant la mesure de Sı; tandis que le 
second correspond à l’état juste après la mesure. Si l’on mesure ensuite Siz, 
on peut trouver pour résultats : 


e +h/2 avec une probabilité de |, (1 : +| (2 : —|#/(0)) |? = 


Li 


DIR NI =e 


e —h/2 avec une probabilité de |; (1 : —| (2 : — |y” (0)) |? = 


Si la mesure de Sı; a donné +ñ/2, le vecteur d’état immédiatement après 
cette mesure est 


1 


RER a 


1 = À. tai rai fi š + s 4 à sh fi à 
FAO Fe | Le =z liet TR +R 


1 
g Ul: tel: H) +I: Ha l2: =) HI a l2: H 41:12: —)] 
Si l’on mesure ensuite Six, on peut trouver pour résultats : 

e +ñ/2 avec une probabilité de 


le (1 : + {2 : + 1 (0)) |? + le (1 : + (2 : — 1y" (0)) ? = . 


e —ħ/2 avec une probabilité de 


le =E AO + le a a O = 


b. Le système étant dans létat [#(0)) écrit plus haut, on mesure simultané- 
ment S12 et S2- ; quelle probabilité a-t-on de trouver des résultats opposés ? 
Identiques ? 


La probabilité de trouver des résultats opposés est égale à 
1 
I(+—14(0)1? + HO) = 3 


et la probabilité de trouver des résultats identiques est égale à 


3 


I0)? +1) = à 
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c. Au lieu d’effectuer les mesures précédentes, on laisse évoluer le système sous 


l'influence de l’hamiltonien : 
H = w1 S1; + w28, 


Quel est le vecteur d'état |#(t)) à l'instant t ? Calculer à l'instant t les valeurs 
moyennes (S1) et (S2). Interprétation physique. 


Les vecteurs propres de l’hamiltonien H sont : 


e |++) avec la valeur propre mate 
e |+—) avec la valeur propre n 
e |—+) avec la valeur propre ee, 
e |——) avec la valeur propre 


Le vecteur d'état |[#(t)) à l'instant t est donc : 


lo L 4 : 
IWE) = “ai [++ mi e lks A Fa 


On a ensuite : 


ñ 
(Sie) = (HG) 812 DCE) = > EC) CI +1) D 8 102)1#()) 
pen : (p(t) (amean |—+) + Semiu —wa)t/2 E a Jeo +=) 
Z } (grme (41 + Zeiter -20/2 TE Jg dis 1) 
x (arte [= + Zemi —va)t/2 =t geere +=) 
s £ ( l LE l aat) e coswit 
2 \2V2 2V2 2V2 
ñ 
ia) = (CE) Sas GE) = g EEE) C1 +1) (0) (1) @ 10) ()) 
= a EAN Fu Hii gerani sis is +=) 
5 2 Fos bal Zeiter -021/2 teja HE 1) 
x (aaa H Semiu —wa)t/2 [== o I+) 
= m (aa = 7") = 3 sinwit 
2 \2V2 2V2 2V2 
ñ 
(Sie) = (GE) S12 = > ICE) HI — 1) (D S 12) elt) 
h 


L itoi Léo use/2 LL EAT e ) 
= il À = 1+w9 1—w2 ne 1+w2 _— 
p(t) (že I++) + 5e +) “a | ) 
Liu + L'éts =u t eirt 
(ge ttuath p Rite 02/2 6 4 Fe (1 +w2)t/2 1) 


1 ; 1 à $ . 
—i(w +w2)t/2 —i(wi-wa)t/2 i(w1 +w2)t/2 
se | — = sis = 
(Ze H+ +e H- -e I--)) 


# FT 1 1 
= i =0 
2 \4 4 2 
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et l’on a donc 


On a, de la même manière : 


(S2x) 


(Say) 


ñ 
(GI Saa GE) = > GE) 1) S (1H) I + 1) 1) @) HG) 
E) i Hya Zemin wa)t/2 PSE ss +) 


L ; 1 ; 1 i 
LLoi(wi+wa)t/2 Leili —w2)t/2 4, + pilu test] j 
(3e ++] + De {+—| + 7° { I) 


x 


1 i 1 à À á 

LeTi(wit+woa)t/2 Ža“ iwr -wa)t/2 2 ail(witwa)t/2 j 
(3 =) + że HH +e | +) 
RL a ii ñ 
== (pa + ze) = 7 CS wrt 

h : , 

(GG Sas mb} = > II) @ Ci) CIE) (1) 0) (C6) 

iħ ET dns T sitea 1l ojja 
CIE (w1 +w2)t/2 ie (w1 DH? tt) = ze" it aa 1-4) 
ifi y I >; ii $ 
IT [ eilw +w2)t/2 Zoi(wi -wa2)t/2 = — e` įlwitwa)t/2 /__ 
(3° (414 de -i+ e -I 


1 i pA P 1 Ë 
—i(w +wa2)t/2 —i(w]-wa)t/2 i(w +w2)t/2 
se | — 2e ae = 
€ H=)- 3e H+- 7e +) 


fe PE 23 L ñ 
= “Hd etat | = Z sin wst 
2 4 4 4 


(CEI S22 b(#)) = 5 ALLA) 8 (+) (+ -= I=) (D (2) ly) 


E TET L isu Lust 
(p(+)| (3 (wi + Pa =o (wi Core 3 it Da) 


1 ; I -g Ņ i 
2 Li(w +w2)t/2 Loi(wi-w2)t/2 4 — ,—i(wy+wo)t/2 7 
(3e ++] + se {+-—| + a £ ) 


x 


Eh ; 1 ; d > 
Że ilw +w2)t/2 a e -wa)t/2 E 1 i(w1 +w2)t/2 j __ 
(3 IPF zË F=) Ea | ) 


ri 1 1% À 
3ka à 2) 4 


et l’on a donc 


Les composantes de (S1) et (S2) se comportent donc comme le feraient les 


N , h : 
composantes de deux moments cinétiques classiques de module —— qui 


2V2 


seraient animés d’un mouvement de précession de Larmor autour de Oz, 
l’un à la pulsation w1 et l’autre à la pulsation w2. 
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d. Montrer que les longueurs des vecteurs (S1) et (S2) sont inférieures à À/2 ; 


quelle devrait être la forme de 
deux égales à +h/2 ? 


(0)) pour que ces longueurs soient toutes 


On a, d’après les résultats de la question c : 


I (S1) 1 = I| (S2) || = 


Or on a, d’après les résultats du $ 5 du Complément Erv : 


(S1)? = Ë © (1) = o0) et (8)? = À à P2) = p0) 


p(l) et p(2) représentant les matrices densité respectives des spins S4 et S2. 
Les longueurs des vecteurs (S1) et (S2) seront donc toutes deux égales à +ñ/2 
si et seulement si les matrices densités p(1) et p(2) correspondent toutes les 
deux à des cas purs, ce qui n’est possible que si [(0)) peut s’écrire sous la 
forme d’un produit tensoriel. 


4.7 Suite de l’étude de l’état de spin à deux 


particules décrit par une fonction d’onde 
unique 


Enoncé. 


On considère le même système de deux spins 1/2 que dans l’exercice précé- 
dent ; ; l’espace des états est rapporté à la base des quatre états |+, +). 
a. Écrire la matrice 4 x 4 représentant, dans cette base, opérateur Siy. 
Quels sont les valeurs propres et les vecteurs propres de cette matrice ? 


b. L'état normé du système s’écrit : 


(GE) = a ++) +8) +l + sl- 


où q, B, y et ô sont des coefficients complexes donnés. On mesure simul- 
tanément Si, et S2, ; quels résultats peut-on trouver et avec quelles 
probabilités ? Que deviennent ces probabilités si |Y} est un produit 
tensoriel d’un vecteur de l’espace des états du premier spin par un 
vecteur de l’espace des états du second spin ? 


c. Mêmes questions si on mesure Siy et Soy. 


d. Au lieu d'effectuer les mesures précédentes, on ne mesure que Szy. 
Calculer, à partir des résultats de b puis à partir de ceux de c, la 
probabilité de trouver —ñ/2. 
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Commentaires. 


Le système physique décrit dans cet exercice est le même que dans l'exercice | 
précédent. La complexité supplémentaire provient de la prise en compte | 
d’une fonction d’onde générale développée sur la base propre de l’opérateur 
Siy (qui est déterminée dans la première question). Les questions suivantes 

se concentrent sur la détermination des résultats de mesures réalisées sur les 
deux spins. Comme dans l’exercice précédent, les particules sont discernables 
mais intriquées. 


On considère le même système de deux spins 1/2 que dans l’exercice précédent ; 
l’espace des états est rapporté à la base des quatre états |+, +). 


a. Ecrire la matrice 4 x 4 représentant, dans cette base, l'opérateur Siy. Quels 
sont les valeurs propres et les vecteurs propres de cette matrice ? 


On $ : 


Siy n’agissant que dans l’espace des états Es(1) du spin (1), les états 


o1 
va 


sont naturellement états propres de S1, dans €,(1) avec les valeurs propres 


[Ris [L:+) Hill: —)] 


h 
respectives y On peut donc en déduire directement que les états propres 


ñ 
de Siy dans €,(1) @ €, (2) associés à la valeur propre + sont les états 


1 


Rss ele ILE se) e ++) 


Sl 


2 
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et que les états propres de Siy dans Es(1) @ £,(2) associés à la valeur propre 


ħ | 
E sont les états 


Di l2: +) = Hi) et [Li 2: =) = Hi) 


. L'état normé du système s'écrit : 


ICE) = a ++) +84) +714) +|- 


où a, 5,7 et ô sont des coefficients complexes donnés. On mesure simultané- 
ment Six et 52, ; quels résultats peut-on trouver et avec quelles probabilités ? 
Que deviennent ces probabilités si |V) est un produit tensoriel d’un vecteur 
de l’espace des états du premier spin par un vecteur de l’espace des états du 
second spin ? 

Développons l’état |[d(t)) sur la base {|1 : +), |2 : +),}. On a 


1 

He = IH +1) 
1 1 L 

=D [= g Heti] = za [H th] 
1 1 if, 

Py = I +t- Hath =a [mn] 
1 

= y=] 

et donc 


Wig = al++) +814) +714) +61) 
= Z fallt: +a+lt:-)a] |12: + +12: -),] 


= [a Aa an N a a a aa 


Ha- y- iB- 8) IL: -)a l2: +y +(e- yH- 8) l: —), 12: —),] 


On peut donc trouver comme résultats : 


e +h/2 pour la mesure de Six et +ñ/2 pour la mesure de S2y avec une 
probabilité 


le (1: +y (2: +1) P = Fle +7) -i+ 
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e +h/2 pour la mesure de Six et —ñ/2 pour la mesure de Soy avec une 
probabilité 


le (1: +y (2: — 1) P = Sa +7) +4(5+ 5) 


e —h/2 pour la mesure de Sig et +ñ/2 pour la mesure de Soy avec une 
probabilité 


le (1: -l (2: +O) P = Fe- i- 6) 


e —h/2 pour la mesure de Sig et —ħ/2 pour la mesure de Soy avec une 
probabilité 


1 
le (1 : ly (2 : = 16) 7 = Ze 7) +58 — 6)F 
Si maintenant [(t)) est un produit tensoriel, alors 
Yt) = (all:+}+8b|1:-})@ (c[2 : +) + d[2: —)) 
GR +h lle th 


1 
2 
o (e|l2: +, +12: A ia (|2: +), LE a 
1 
2 


avec |a|? + |b|? = |c]? + |d|? = 1, et l’on peut alors trouver comme résultats : 


e +h/2 pour la mesure de Six et +ñ/2 pour la mesure de S2, avec une 
probabilité 


1 l 
le (1 : +y (2 : +14)? = zla + ble — idj? 


e +h/2 pour la mesure de Sig et —ñ/2 pour la mesure de Soy avec une 
probabilité 


1 . 
le (1: +y (2 : — 1YE) |? = zla +b’ le + id 


e —ħ/2 pour la mesure de Sig et +ñ/2 pour la mesure de S2, avec une 
probabilité 


1 
le (1 : =l, (2 : +146)? = zla — ble — idj? 


e —ħ/2 pour la mesure de Sig et —ñ/2 pour la mesure de Szy avec une 
probabilité 


1 
ki, (2 : — IYE) |? = zla — bl’ le + idf 
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c. Mêmes questions si on mesure Siy et Soy. 


Si 
FU) 


Case loin DE mr DS le 

Eafit: ++ ECER EN 

—iß E : +y +11: -),] 2 TE? +, 
afin, -ne)] fers, +22) 

-6 [i : +,- 11: -),] 2: - 2: =) 

[a õ— ilb +y) l+), +++- a)l), 
+H(a+ô-i(8-7))|-+), +l- stil) y 


on peut trouver comme résultats : 


e +h/2 pour la mesure de Siy et +ñ/2 pour la mesure de S2, avec une 
probabilité 


LE ho) À = le- 5) 4(8+ D 


e +h/2 pour la mesure de Siy et —ñ/2 pour la mesure de 52, avec une 
probabilité 


bH- RCE) P = la+ a) + (8-7 


e —h/2 pour la mesure de Siy et +ñ/2 pour la mesure de 52, avec une 


probabilité 
1 ; 
l (+146) F = zila + 8) — 8 — NF 
e —h/2 pour la mesure de Siy et —ñ/2 pour la mesure de 52, avec une 
probabilité 


Lt RE) P = SIC — 8 + (84 NP 


Si maintenant |#(t 


waat 


) est un produit tensoriel, alors 


Vt) = (all: +)+b|1:-—))8 (e|2:+)+d]2:-—)) 
… (ln priala] 
e (ellz: +, +12: -)] -ia fi2: +,- 12: -),]) 
= sle ib)(e — id) |++), + (a — ib)(c + id) (+), 
+(a + ib)(c — id) |-+), + (a + ib)(c + id) |--),] 


avec |a|? + |b|? = |c]? + |d|? = 1, et l’on peut alors trouver comme résultats : 
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e +h/2 pour la mesure de Siy et +h/2 pour la mesure de 52, avec une 
probabilité 


ly HE = ža — ble — idl? 


e +ħ/2 pour la mesure de Siy et —ñ/2 pour la mesure de Szy avec une 


probabilité 
1 i | 
lit- = nl — ibl?|c + id|? 
e —h/2 pour la mesure de Siy et +h/2 pour la mesure de Szy avec une 
probabilité 
1 l ! 
kiter = nl + ibl?|c — id}? 
e —h/2 pour la mesure de Siy et —h/2 pour la mesure de S2, avec une 
probabilité 


LEP = Fla + ble + iaf 


d. Au lieu d'effectuer les mesures précédentes, on ne mesure que S24. Calculer, 
à partir des résultats de b puis à partir de ceux de c, la probabilité de trouver 
—h/2. 

D’après les résultats de la question b, la probabilité de trouver —-ñ/2 en 
mesurant Szy vaut : 


2 


Lei, (2: ON le (ly 2: RO = FHH HE- ti) 


indépendamment du résultat de la mesure de Six. D’après les résultats de la 
question c, la probabilité de trouver —ñ/2 en mesurant S2, vaut : 


h HIE (E = Eata iB- i) 


indépendamment du résultat de la mesure de Siy. On peut vérifier que ces 
deux résultats sont identiques. On a d’une part : 


(a+) til +OP +a- 1) + (8 5) 


nt 


+7") — i(8" + 8*)][(a +7) + i(8 + 6)] 
Ka — +") — 8 — *)][(a — 7) + i(8 — 6)] 


[2lal? + 2181? +217? + 216? + i(2a* 6 +276 — 208" — 2y6*)] 


el= + eleele 
Al = 


et d’autre part : 


(a +0) HiB- NP + Ia- 6) +i 
[a* + 8) = à(8* — la+ 8) + (8 a) 
[o* — 8") — i(8" + r'II(e — 5) +4(8+ n)] 


[2lal? + 2181? +217 + 216? + i(2a* 6 + 27*6 — 2a8* — 2y6*)] 


blé + eleele 
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Les résultats de cet exercice ne peuvent pas être simplifiés plus avant du 
fait que l’état [Y(t)) est très général. L'avantage est que les résultats de cet 
exercice demeurent valides et peuvent être appliqués à n'importe quel état. 


4.8 Molécule triatomique linéaire 


Enoncé. 


On considère un électron d’une molécule triatomique linéaire formée de 
trois atomes équidistants. On désigne par [w4) ,[w8) ,[wc) trois états nor- 
més et orthogonaux de cet électron correspondant respectivement à trois 
fonctions d’onde localisées autour des noyaux des atomes A, B,C. On se 
limitera dans toute la suite au sous-espace de l’espace des états engendré 


par |p4) ,|w8) ,|pc). 


Lorsqu'on néglige la possibilité pour l’électron de sauter d’un noyau à l’autre, 
son énergie est décrite par l’hamiltonien Ho qui admet pour états propres 
les trois états |w4) , |B} ,|wc), avec la même valeur propre Eo. Le couplage 
entre les états |[w4) ,|w8) , |pc) est décrit par un hamiltonien supplémentaire 
W défini par (a est une constante réelle positive) : 


W |g4) = -alpg) 
W |B) = ~a |pa) — a |po) 
W |gc) = —a|pB) 


a. Calculer les énergies et les états stationnaires de l’hamiltonien 
H = Ho +W. 


b. D’électron est à l'instant t = 0 dans l’état |p4}. Discuter qualitative- 
ment la localisation de l’électron aux instants t ultérieurs. Y a-t-il des 
valeurs de ¢ où il est parfaitement localisé autour de l’atome A, B ou 
C? 


c. Soit D l’observable ayant pour états propres |a) ,|w8) lc) avec les 
valeurs propres respectives —d, 0, d. On mesure D à l’instant t ; quelles 
valeurs peut-on trouver, et avec quelles probabilités ? 


d. Lorsque l’état initial de l’électron est quelconque, quelles sont les 
fréquences de Bohr susceptibles d’apparaître dans l’évolution de (D) ? 
Donner une interprétation physique de D. Quelles sont les fréquences 
électromagnétiques susceptibles d’être absorbées ou émises par la 
molécule ? 
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Commentaires. 


Cet exercice traite d’une molécule triatomique linéaire et de la dynamique 
d’un électron capable de sauter d’un noyau à un autre. Il s’agit d’un modèle 
rudimentaire pour décrire des molécules triatomiques linéaires réelles telles 
que CO: ou N3. Le fait que le couplage entre atomes soit identique ajoute 
un plan de symétrie supplémentaire au centre de la molécule. W est lié au 
fait que les fonctions d’onde explorent (ou recouvrent) les puits voisins. 


On considère un électron d’une molécule triatomique linéaire formée de trois atomes 
équidistants. On désigne par |pa) ,|w8) ,[wa) trois états normés et orthogonaux de 
cet électron correspondant respectivement à trois fonctions d’onde localisées autour 
des noyaux des atomes À, B,C. On se limitera dans toute la suite au sous-espace 
de l’espace des états engendré par [p4) , |YB) , lc). 


FUN PEN FN 


Ko / \ 


Lorsqu'on néglige la possibilité pour l’électron de sauter d’un noyau à l’autre, son 
énergie est décrite par l’hamiltonien Ho qui admet pour états propres les trois 
états |w4) ,|w8), 


wc), avec la même valeur propre Eo. Le couplage entre les états 


lyA) ,|w8) ,lvc) est décrit par un hamiltonien supplémentaire W défini par (a est 
une constante réelle positive) : 

W |pa) = -a |pB) 

W |pB) = —alp4) — alpo) 

W |pc) = —a |pB) 


a. Calculer les énergies et les états stationnaires de l’hamiltonien H = Ho + W. 
La matrice représentant l’hamiltonien non perturbé Ho dans la base 
{lp4) les) ; |pc)} est : 


E 0 0 
Hm= 6 Æ& 0 
0 0 B 


et la matrice représentant la perturbation W dans la même base est : 


0 —a 0 
W = —a 0 —a 
0 —a 0 


La matrice représentant l’hamiltonien total H dans la base 
{|v4) ,lw8) , |\po)}} est donc : 
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Eo — € —a 
—a Eo — € 


+ a 


= (Eo —€)[(Eo — €)? — 24°] 


et l’hamiltonien H possède donc trois énergies propres non dégénérées 
eo = Eo, €4 = Eo + av? et e- = Ep — aV2. On a ensuite : 


0 —a 0 a 0 
—a 0 —a B |=| 0 sdf AuR 
0 —a 0 y 0 TT 


et l’état propre de H associé à l’énergie propre co = Eo est 


Ho) = gea) =p 


D’autre part : 


—av2 — a 0 a 0 
gg =o =ÿ B 0 ef i 
0 —a  —ay2 y 0 1. 


et l’état propre de H associé à l'énergie propre c4 = Eo + av2 est 


+) = Z(lpa) — Vlen) + vo) 


Enfin : 
GT =ü 0 a 0 
—a av2 —a p J= 0]e { “ri 
0 = ayl 7 0 = 


et l’état propre de H associé à l'énergie propre c- = Eo — a v2 est 


lb) = Elpa) + VZ loB) + Ivo)) 


En résumé, les vecteurs propres de l’hamiltonien H sont : 


1 
e Yo) = 73 (14) — |wc)), associé à l'énergie propre £o = Eo, 
1 ba ; 
e y4) = 7 (14) — V2{lp8) + |pc)), associé à l'énergie propre 
E+ = Eo + av?, 
I | 
e y) = 5 (#4) + V2|p8) + [wc)), associé à l'énergie propre 


Ês = n = 04/2. 
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Ces énergies propres sont représentées sur la figure 4.6. On constate donc que 
le couplage entre les états [w4) ,[w8) et [wc) permet d’une part de lever la 
dégénérescence de l’état fondamental, et d’autre part de stabiliser la molécule 
en abaissant l’énergie de l’état fondamental à l'énergie e- < Eo. 


E 


À 


e4 = E+a2———— |.) 


£0 = Eo m |) 


g- = Ey = a2 amame a- 


FIG. 4.6 — Diagramme d’énergies propres de l’hamiltonien H = Ho + W. 


b. L'électron est à l'instant t = 0 dans l’état |p4}. Discuter qualitativement la 
localisation de l’électron aux instants t ultérieurs. Y a-t-il des valeurs de t où 
il est parfaitement localisé autour de l’atome A, B ou C ? 
On a, d’après les résultats de la question a : 
IV+) + Id) = |pa) + lyc) 
et donc 


WO) = ea) = Fa ho) + 514) + lé) 


L'état de l’électron à l’instant t est donc : 


an li ET 
lp(E)) = = e a lg) + E 
=p x À 1 —ia L be s 
i at] lwo) + 3e VAN hp) + Sete V7) 


= eriEot/h (tea) = leo) + Se (04) — VEles) + lo) 
+76 (104) + VSlen) + ec) 
= ge tour [(2 + eta VB/N + emia VÈN) los) + Va(eiavA/n — e=ia VEA) hop) 
pen yg R) lec)] 


V2t 


av 2t a 
(irc VZ) ea) + un 7 lB) 
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On peut ainsi en déduire : 


Palt) = Keale)? = 


A 
2t 
Ê + cos Se | 


av?t 
h 


2t ? 
a 

ES 

| cos F | 


e sera parfaitement localisé autour de l’atome À si 


W uN de te RTE don 


h h av? 


e ne sera jamais parfaitement localisé autour de l’atome central B du fait 


ji 
que 0 < ZgB(t) < 5 


sin? 


PB) = psht)? = 


ele i= ele 


Polt) = pclyt))? = 


L’électron : 


Pa(t) =1S& cos 


e sera parfaitement localisé autour de l’atome C si 


Tez 1 A L (2k + Dr sioki ken 


Pot) = 14 cto 
Les probabilités ZA(t), g(t) et Pot) sont tracées respectivement sur 
les figures 4.7, 4.8 et 49. Localisé initialement autour de l’atome À, 
l’électron se délocalise sur toute la molécule et peut donc être trouvé 
autour de n’importe lequel des atomes. On constate que l’électron se com- 
porte de la même manière autour de À et C, Zc est simplement en 


Palt) 


À 


1 


0 27h 
av2 


FIG. 4.7 — Représentation graphique temporelle de la probabilité ZA(t) en fonction du 
temps t. 
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A 
0 


FIG. 4.8 — Représentation graphique temporelle de la probabilité Zg (t) en fonction du 
temps t. 


FIG. 4.9 — Représentation graphique temporelle de la probabilité Zc(t) en fonction du 
temps t. 


opposition de phase avec 1, ce qui est logique vu la symétrie de la 
molécule. La description la plus précise des nuages électroniques autour des 
molécules est fournie par la théorie des orbitales moléculaires, où la fonc- 
tion d’onde des électrons dans la molécule est construite par combinaison 
linéaire de fonctions d'onde atomiques (orbitales). Le Complément Evrr four- 
nit plus de renseignements sur l’hybridation des orbitales atomiques, qui 
se combinent ensuite pour former des orbitales moléculaires. Cette théorie 
dépasse le cadre de cet exercice vu qu’il y a beaucoup plus d'électrons 
à considérer, mais le résultat principal est le même, à savoir la déloca- 
lisation des électrons sur la molécule. En chimie, cette délocalisation se reflète 
par la notion de « résonance » (à ne pas confondre avec les résonances 
physiques) où la liaison ne peut pas être exprimée par une seule structure 
de Lewis, mais plusieurs. Ces calculs plus sophistiqués de chimie quantique 
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montrent que la délocalisation des électrons améliore la stabilité de telles 
molécules, comme dans le cas simplifié étudié ici. 


. Soit D l’observable ayant pour états propres |4) ,[w8) ,[wc) avec les valeurs 


propres respectives —d, 0, d. On mesure D à l’instant t ; quelles valeurs peut- 
on trouver, et avec quelles probabilités ? 


En mesurant D à l'instant t, on peut trouver les valeurs : 


5 
l 2 
e —d avec la probabilité P4 (t) = P É + cos — F | : 


sin? 


2 
e 0 avec la probabilité Zp (t) = = 7 4 


À 

2 

1 Vä\” 
e d avec la probabilité Zo(t) = à Ê — cos = 7 | , 


d’après les résultats de la question b. 


. Lorsque l’état initial de l’électron est quelconque, quelles sont les fréquences 


de Bohr susceptibles d’apparaître dans l’évolution de (D) ? Donner une inter- 
prétation physique de D. Quelles sont les fréquences électromagnétiques sus- 
ceptibles d’être absorbées ou émises par la molécule ? 


On a, d’après les résultats de la question c : 


(D) = -dx Pat) +0 x Pt) + dx Pot) 


2 2 
- illi co V2) _ [14 avt 
= Fl cos ñ cos h 


avt 
f 


—d cos 


La seule fréquence de Bohr qui apparaisse dans l’évolution de {D} est donc 
la fréquence 


Ej =E 
h 


V+0 = Vo- = = h m 


a75 2 


qui correspond, en quelque sorte, à la fréquence à laquelle l’électron saute 
d’un atome de la molécule à un atome voisin, bien que l’électron ne soit 
jamais parfaitement localisé autour de l’atome central B. La valeur moyenne 
(D) évolue donc à la même fréquence que l’électron, et l'opérateur D est donc 
l’opérateur moment dipolaire de la molécule : 


e lorsque l’électron est localisé autour de l’atome C, le moment dipolaire 
de la molécule est égal à d, 


e lorsque l’électron est localisé autour de l’atome À, le moment dipolaire 
de la molécule s’inverse, 
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e lorsque l’électron est localisé autour de l’atome central B, le moment 
dipolaire de la molécule est nul. 


La seule fréquence électromagnétique susceptible d’être absorbée ou émise par 


av 2 
la molécule est donc la fréquence = L’absorption ou l'émission de photons 


à cette fréquence provoquent des réorganisations de la structure électronique 
de la molécule et sont donc qualifiées de transitions électroniques. Dans les 
molécules réelles, l’étude des transitions électroniques est rendue plus com- 
pliquée par le plus grand nombre d'électrons. L'idée de base consiste à cal- 
culer les orbitales moléculaires, à évaluer comment elles sont occupées par les 
électrons de la molécule, puis à en déduire les symétries des deux états élec- 
troniques pour calculer la probabilité d’une transition entre eux. Il s’agit d’un 
problème complexe qui dépasse le cadre de cet exercice. L’idée fondamentale 
est néanmoins la même, à savoir le calcul de l’élément de matrice 


T={(#"|d|#") 
où : 
e d est l'opérateur dipôle électrique, 
e |Y”) est l’état électronique inférieur avec les notations spectroscopiques 
standard, 


e |Y’) est l’état électronique supérieur avec les notations spectroscopiques 
standard. 


Une transition entre les états |Y”) et |’) est permise si et seulement si 
l'élément de matrice T est non nul. Pour plus d’informations sur les transi- 
tions électroniques, voir [5]. Remarquons enfin que d’autres transitions entre 
niveaux vibrationnels et rotationnels sont possibles dans les molécules, mais 
les degrés de liberté correspondants ne sont pas modélisés dans cet exercice 
et ne sont donc pas considérés ici. 


4.9 Molécule hexagonale 


Enoncé. 


Une molécule est formée de six atomes identiques A1, 42,..., Aş formant 
un hexagone régulier. On considère un électron qui peut être localisé sur 
chacun des atomes. On appelle [y) l’état où il est localisé sur le n-ième 
atome (n = 1,2,...,6). On se limitera pour les états de l’électron à l’espace 
engendré par les |ÿ,), qui sont supposés orthonormés. 
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a. On définit un opérateur R par les relations 


R|p1) = |92) ; R|p2) = |w3) ;...; R|v6) = |y1) 


Trouver les valeurs propres et les états propres de R. Montrer que les 
vecteurs propres de R forment une base de l’espace des états. 


b. Lorsqu'on néglige la possibilité pour l’électron de passer d’un site 
à l’autre, son énergie est décrite par un hamiltonien Ho qui admet 
pour états propres les six états |w,), avec la même valeur propre 
Eo. Comme dans l’exercice précédent, on décrit la possibilité pour 
l’électron de sauter d’un atome à l’autre en ajoutant une perturba- 
tion W à l’hamiltonien Ho ; W est défini par : 


W |p1) = —alp6)—aly2) ; W lp2) = —alp1)-al3);...; W lpo) = —a |ps)—a |p1) 


Montrer que R commute avec l’hamiltonien total H = Ho + W. En 
déduire les états propres et les valeurs propres de H. Dans ces états 
propres, l’électron est-il localisé ? Appliquer les considérations précé- 
dentes à la molécule de benzène. 


Commentaires. 


Cet exercice applique le raisonnement de l’exercice précédent à un électron 
dans une molécule en anneau constituée de six atomes. Une fois de plus, on 
s'attend à ce que l’électron soit délocalisé sur toute la molécule. Ce résultat 
peut également être comparé à des molécules cycliques réelles, en particulier 
le benzène comme le suggère l’énoncé. Les résultats de ce modèle seront 
comparés à ceux obtenus avec une approche plus sophistiquée utilisée en 
chimie quantique. 


Une molécule est formée de six atomes identiques A1, 42,...,: Aş formant un 
hexagone régulier. On considère un électron qui peut être localisé sur chacun des 
atomes. On appelle 
On se limitera pour les états de l’électron à l’espace engendré par les |pn), qui sont 


Pn) l’état où il est localisé sur le n-ième atome (n = 1,2,..., 6). 


supposés orthonormés. 
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a. On définit un opérateur R par les relations 


R|p1) = |92) ; R|v2) = |w3) ;...; R|v6) = y1) 


Trouver les valeurs propres et les états propres de R. Montrer que les vecteurs 
propres de R forment une base de l’espace des états. 


Ces valeurs propres peuvent être déterminées de manière habituelle à partir 
d’un déterminant 6 x 6. Nous proposons une autre méthode exploitant la 
symétrie de la molécule. On a 


R° gr) = R°|p2) = R° ps) = R? |a) = R°|vs) = R|v6) = |y1) 
et des relations similaires pour les autres états : 
vi € [1,6], R° li) = l:i) 


Comme l’espace des états est supposé engendré par les |[wA), {[4n)} constitue 
une base de l’espace des états et la relation ci-dessus est vraie pour tout état 
lb}, ce qui implique Rê = 1. Soit 


(Di) = ai |p1) + bi (p2) + ci 3) + di pa) + ei lps) + fi lpo) 
un état propre de R associé à la valeur propre £;. On a alors 
Ris) = ei le) = R? di) = ER hi) = ef lue) = R° bi) = ef li) = Wa) 


du fait que nous avons montré que Rê = 1. On a donc 


pen pper š 
13 t a 


s Ed e 3,E£5—€ 


E1 = 1,€2 1,3 =e 
Ainsi : 
e en ce qui concerne la valeur propre £1 = 1, on a : 
R|) = y1) 
S faily) +a |p2) + bi los) + c1 (pa) + di es) + e1 |p6) 


= à |p1) + bı p2) + c1 (43) + dı |p4) + e1 |w5) + fı lp) 
< 4] bı Či di € fi 
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et l’état propre de R associé à la valeur propre €1 = 1 est 
1 
pi = gl» + 192) + l3) + |p4) + lps) + |y6)) 


e en ce qui concerne la valeur propre £2 = —1 : 
Ra) = — |) 
&  falgi) + az |p) + ba |p3) + co |p4) + d2 lps) + e2 6) 


= —a2|p1) — b2 (2) — C2 3) — da [pa) — e2 lps) — fav) 
< a2 amd = dé ==" 


et l’état propre de R associé à la valeur propre £2 = —1 est 


ko) = ler) est ET E = éd te ha 


iT 


e en ce qui concerne la valeur propre £3 = e'3 : 
Rips) = e$ |s) 
e h l1) H as |p2) + bs |p3) + cs |p4) + ds |p5) + lee 
= ase Ë |p1) + bse' 5 |p2) + cse 5 |3) + dse? |pa) + eset |ps) + fse? Ipo) 


a3 bze 3 cge 


d3 ezet $ fse° Ea 


iZ 


et l’état JÜ de R associé à la valeur propre £3 = e3 est 
E a —i2z is iZ 
lbs) = AA +e™3 [p2) +e" [p3) — lpa) + ee" ps) +e? |pe)) 


e en appliquant la même procédure aux autres valeurs propres, on trouve 


que les états propres _de R associés aux valeurs propres £4 = e7°5, 
és =e"s etés = 6 "+ sont: 
i i22 _i2r sia 
lya) = g +e CF oo) eE lipa) — lipa) + ips) +e 7 À pe) 
1 P ie gne 
lvs) = (loi) He~ E ipa) + eE ipa) + lipa) + e E Lps) +e |p6)) 
v6 
gE% ir i122 -gia 
lVe) = ak) pes jpa) +e "5 jpa) + pa) te? hps) +e "3 |p6)) 
On a donc 
1 
pı) = NL p1) + lp2) + lps) + lp4) + lps) + |v6)) 
1 
Va) = 7%! p1) — |w2) + |w3) — |4) + lps) — |v6)) 
1 —iT —i2r i22 iT 
Ve) = zll )}+e "4 pa) +e "5 p3) — pa) +e: hps) +e: |v6)) 
1 ae i22 her —iT 
a) = Ze Pret [po) + e> ]3) — |pa) te” E lys) +e "5 |v6)) 
1 ir i22 —i22 i22 
Ys) = zll )+e "5 hpa) +e hpa) + lea) +e™3 lys) +e |pe)) 
1 i22 _i27 i2z ie 
Ve) = 7 yte pa) +e "5 kpa) + loa) +e los) +e TT |p)) 
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On peut vérifier aisément que les |#;) satisfont à une relation d’orthogonalité. 
Montrons maintenant qu'ils satisfont aussi à une relation de fermeture. Posons 


6 
P= lpi) (hil = l1) Walta) (al +13) (alt lpa) (bal + ls) (51 + IVe) (el 


i=l 
Ona 
Ple1) = liile) + lY) plp) + lva) (Vslp1) 
+ga) (aler) + lys) (slp) + lye) (velp) 
= z» + ba) + Ida) + Ida) + lys) + lye)) = lp1) 
Plp2) =  |1) (ilez) + Ida) (balw2) + lbs) (dals2) 


+ lya) (palp) + IY5)(V5l2) + be) (elp) 
= g (191) — ha) + e os) +6 ppa) + À js) + Is) = hoa) 
Pjs) = i1) (iles) + l2) (dalws) + Ida) (dalya) 
+ lya) (palps) + IVs) (slps) + Ipe) (V6ly3) 
= g (un) + la) +6 ha) +6 fpa) + hps) et ho) = le) 
Plpa) = ivi) (ilea) + Ida) (palpa) + Ya) (dsls4) 
+ lya) (palpa) + lps) (Yslpa) + lype) (elpa) 
= z lY2) — |#3) — la) + lvs) + |V6)) = 14) 
Pies) =  |Y1) (viles) + l2) (dalys) + Ida) (dalys) 
+ lya) (ales) + IVs) (slps) + Ipe) (Veles) 
= p (un) + a) He lya) + fpa) d À js) + eE Is) = lu) 
Plpe) = Iyı) (dilv6) + lp2) (b2lve) + lbs) (dslve) 
+ lya) (Dale) + IVs) (slps) + Ipe) (Velpe) 
1 


= g (01) Ie) ei lus) + eff ppa) Le lus) + efŽF Ioe) ) = los) 


On a donc 
Vi € [1,6], P loi) = |p: 
et, puisque {|wA)} constitue une base de l’espace des états : 


6 
P=1e X ly) (di =1 
i=1 

et les |Ÿ;) satisfont donc à une relation de fermeture. Les états propres de R 
forment bien une base de l’espace des états. 
. Lorsqu'on néglige la possibilité pour l’électron de passer d’un site à l’autre, 
son énergie est décrite par un hamiltonien Ho qui admet pour états propres 
les six états |w,), avec la même valeur propre Eo. Comme dans l'exercice 
précédent, on décrit la possibilité pour l’électron de sauter d’un atome 
à l’autre en ajoutant une perturbation W à l’hamiltonien Ho ; W est 
défini par : 


W |p1) = —a{v6)—a lp) ; W [p2) = —a|w1)-alp3) ;...; W |p6) = —a |ps)—a |91) 
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Montrer que R commute avec l’hamiltonien total H = Ho+W. En déduire les 
états propres et les valeurs propres de H. Dans ces états propres, l’électron 
est-il localisé ? Appliquer les considérations précédentes à la molécule de 
benzène. 


La matrice représentant l’hamiltonien non perturbé Ho dans la base {/,)} 
est : 


EE © 0 O0 © 0 
0 ÆE 0 0 0 0 

S 0 0 Æ 0 0 0 
aS 0 6 0 Æ 0 D 
ù D 0 0 & à 

0 o 0 © À B 


La matrice Ho étant proportionnelle à la matrice identité, R commute 
donc nécessairement avec Ho. On a de plus, par définition des opérateurs 
R et W : 


RW |1) = —-aR|p6) — aR |p2 
RW |2) = —-aR|p1) — aR |p3 


l = W |p2) = WR|y: 
An = Er e — aR |pa 

) ) 

) ) 


= 
= W |93) = WR |p2 
Bi E 
= 
j= 


= —a |p1) — a |p3 ) 
) 
) 
= W |95 i a 


) 
= —a |p2) — a |p4 
= —a |p3) — a|ps 
RW |4) = —aR | y3) — aR |5 ) 
RW |o5) = —-aR|p4) — aR|v6 ) 
RW |96) = —-aR|ps) — aR|ç1 ) 


= —a|g4) — ape 
= —a |p5) — a [gi 
= —a |y6) — a |p2 


= W |g6) = WR |ys 
= W |p1) = WR |p6 


E A e E a ST AE 
Saai Siah Daat g a 


Les états |pn}) formant une base de l’espace des états, on a donc RW = W R 
et R commute également avec W. Comme R commute avec Ho et avec W, 
R commute nécessairement avec l’hamiltonien total H = Ho + W. Les états 
propres de H sont donc les états propres de R déterminés à la question a, à 
savoir : 


pa) = ploa) + loa) + a) + leoa) + lips) + lps)) 

Ya) = gloa) — lea) + lps) — lya) + lips) — lpo)) 

Ya) = ploa) +e? hoa) 4 ET loa) — pa) + os) + I) 
pa) = ploa) +e? hoa) + eF hos) — lipa) +6 lips) + e~? Ie) 
Yo) = ploa) +6 foa) + et? lipa) + ea) +6 Lps) +e po) 
Yo) = plon) +e foa) +e lipa) + es) +6 Lps) +67 po) 
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On a ensuite : 


di) = (Ho + W) |41) = (Eo — 2a) |1) 
Yo) = (Ho + W) |y2) = (Eo + 2a) |b2) 
Wps) = (Ho + W) |Y) = (Eo — 2a cos £) lys) = (Eo — a) |Y3) 


ya) = (Ho + W) [ta = (Eo — 2a cos Z) la) = (Eo — a) |4) 
V5) — (Ho Lu W) Ds) = = (£ — 2a cos: z) lys) = (Eo Gi a) Ws) 


Domo RUE 


V6) = (Ho + W)|Y6) = (r o — 2a cos =) lya) = (Eo + a) Ye) 


On constate une fois de plus que le couplage entre états, représenté ici par la 

bation W, permet d’une part de lever (ici haer MSh ) la dégénéres- 
cence w l’état fondamental, et d’autre part de stabiliser la molécule en abais- 
sant l'énergie de l’état fondamental à l’énergie Eo — 2a < Eo. On peut remar- 
quer que, pour chacun de ces états propres |Ym)}, on a : 


Ym, n € [1,6], Kenin)? = à 


L’électron a donc la même probabilité de se trouver sur chacun des atomes, 
et n’est donc pas localisé. 
La molécule de benzène CeHe contient 42 électrons et est donc beaucoup 
plus complexe que le modèle présenté Elle est cyclique, et son anneau 
de carbone ressemble à la molécule modélisée dans cet exercice. Comme dans 
l'exercice précédent, la théorie des orbitales moléculaires constitue le meilleur 
outil pour décrire la molécule, mais cela dépasse le cadre de cet exercice. Il est 
néanmoins intéressant de comparer certains éléments de cette théorie avec les 
résultats de cet exercice. En théorie des orbitales moléculaires, la combinaison 
linéaire (également appelée hybridation, voir Complément Eyr) d’orbitales 
s et p dans le plan de la molécule est responsable de la structure plane en 
anneau caractéristique du benzène, notamment avec des orbitales molécu- 
laires ø entre les atomes. Les électrons partagés dans ces orbitales induisent 
des liaisons entre les atomes de l’anneau qualifiées de liaisons ©. 

De plus, les orbitales atomiques p, (situées hors du plan) de deux atomes de 
carbone voisins se recouvrent pour former une orbitale moléculaire m. Chaque 
orbitale p, contient un électron, et l’orbitale moléculaire associée contient deux 
électrons. Au total, la molécule contient donc trois orbitales x, contenant cha- 
cune deux électrons localisés entre les atomes. Les électrons partagés dans ces 
orbitales conduisent à des liaisons secondaires entr 
x. La symétrie de cette molécule (les six atomes de carbone sont équi 
conduit à une structure m délocalisée, qualifiée de résonance en chi 
tout l’anneau, qui contient les six électrons équivalents. Comme dans l'exercice 
précédent, cette délocalisation conduit à une forte stabilité de la molécule, 
encore accrue par la forme en anneau de la molécule. 

Cette approche plus précise, basée sur le calcul d’orbitales moléculaires dans 
des systèmes d'électrons 7, a été menée pour la première fois par Hückel en 
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#3 
Q 9 
? N O 
antiliantes O i © 


F1G. 4.10 — Diagramme énergétique de l’état fondamental du benzène (C6H6) obtenu en 
utilisant la méthode de Hückel. 


1930 [6]. La méthode de Hückel et celle décrite dans cet exercice fournissent 
des résultats comparables, mais la première est plus complète, et les résul- 
tats obtenus sont donc plus réalistes. En particulier, une vision plus détaillée 
de l’état fondamental du benzène peut être obtenue (voir figure 4.10) : la 
combinaison linéaire des orbitales atomiques p, du carbone (représentées par 
des « sabliers » sur la figure 4.10) fournit quatre orbitales moléculaires (x; 
avec à = 0, 1,2,3) dont deux sont doublement dégénérées (mı et 72, d’où les 
notations a et b). Les deux orbitales d'énergies les plus faibles sont liantes 
et occupées par les électrons de valence (représentés par des flèches vers le 
haut et vers le bas dans mo,7? et 7?) du fait que leurs énergies sont plus 
basses que l’énergie des orbitales atomiques p, du carbone, alors que les deux 
orbitales d'énergies les plus élevées sont antiliantes (ce qui est indiqué par une 
astérisque) du fait que leurs énergies sont plus élevées. On peut remarquer 
que ces résultats peuvent également être interprétés en utilisant la théorie 
des groupes du fait que le benzène fait partie du groupe ponctuel Den. L’effet 
global des liaisons (c’est-à-dire du partage associé des électrons de valence) 
est le même que dans cet exercice, à savoir la stabilisation de la molécule. 

Cette propriété de stabilité accrue dans les molécules en anneau contenant 
des électrons délocalisés est qualifiée d’aromaticité en chimie. L'origine de ce 
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nom est issue du constat que plusieurs composés aromatiques possèdent une 
odeur, mais il n’existe pas de lien général entre les propriétés olfactives de 
tels composés et les électrons délocalisés dans les molécules en anneau. 


Référence 


Exercice 9 
Feynmann II (1.2), § 15-4. 


Chapitre 5 


Corrigés des exercices du Chapitre V 
(Complément My). L’oscillateur 
harmonique à une dimension 


L’oscillateur harmonique est l’un des modèles les plus importants de la mécanique 
classique. Il s’agit de la méthode la plus simple pour décrire un système autour 
de l’équilibre : systèmes masse-ressort, pendules au voisinage de l'équilibre, masses 
flottant dans des fluides, etc. 

En général, pour tout potentiel V, équivalent à l'énergie potentielle en mécanique 
classique, présentant un équilibre stable noté xs, on peut écrire : 


V 
— (x = Tea) = 0 et ae = Léa) = K > 0 


Le développement en série de Taylor à l’ordre 2 de V(x) permet 
donc l’approximation locale de n'importe quel potentiel par un potentiel 
harmonique : 


dV Idr 
Va) = V (Teq) ni a Ce = Téq) aF 2 ae (éa)(x E ta +... 
me” 
0 K 


La figure 5.1 illustre comment le potentiel de Lennard-Jones, qui modélise 
typiquement les interactions intermoléculaires, peut être approximé localement par 
un potentiel harmonique au voisinage de l'équilibre. 

Les vibrations d’un atome d’un cristal ou d’une molécule autour de sa position 
d'équilibre peuvent donc toujours être modélisées par un oscillateur harmonique, 
c’est-à-dire un système masse-ressort, quel que soit le cristal ou la molécule à l’ordre 
2, c'est-à-dire tant que les oscillations demeurent faibles. La pulsation propre est 
le seul paramètre à fixer pour chaque système. 

Le Chapitre V souligne l’importance de l’oscillateur harmonique en mécanique 
quantique. Cet ensemble d’exercices explore plus en détail le rôle des oscilla- 
teurs harmoniques dans la description des systèmes quantiques. Il est intéressant 
de comparer aux résultats classiques, il y a souvent des similarités, mais il y a 
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FIG. 5.1 — Approximation d’un potentiel réaliste de type Lennard-Jones (traits pleins) 
par un potentiel harmonique (traits tiretés) au voisinage de l’équilibre tea. 


également des différences fondamentales. En particulier, le fait qu’une particule 
soit piégée dans un puits de potentiel harmonique implique une discrétisation 
ou une quantification des états possibles pour la particule et des énergies asso- 
ciées. Il s’agit de la différence principale par rapport aux systèmes classiques, qui 
conduit à un comportement quantique intéressant que nous allons étudier dans 
les exercices qui suivent. Ce comportement qui peut sembler particulier est en 
fait naturel si l’on garde à l’esprit que l’approche quantique considère que les 
particules se comportent comme des ondes. On sait bien en physique des ondes 
que, même dans les cas classiques, confiner une onde dans une région finie de 
l’espace donne des ondes stationnaires, et que la fréquence de l’onde est donc 
quantifiée. 

Une propriété importante commune à la fois aux oscillateurs harmoniques quan- 
tiques et classiques est l’équipartition de l'énergie entre énergies cinétique et 
potentielle. Il s’agit de la même équipartition qu'entre les énergies électrique et 
magnétique pour les ondes planes progressives électromagnétiques. Les solutions 
quantifiées des oscillateurs harmoniques présentées dans les exercices qui suivent 
et obtenues en utilisant les opérateurs création et annihilation sont analogues 
aux ondes électromagnétiques qui satisfont à la quantification du champ élec- 
tromagnétique mettant en évidence une énergie de type oscillateur harmonique 
à l’aide de l'introduction d'opérateurs création et annihilation pour les photons 
(cf. Chapitre XIX). 
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5.1 Oscillateur harmonique à une dimension 


Enoncé. 


On considère un oscillateur harmonique de masse m et de pulsation w. À 
l'instant t = 0, l’état de cet oscillateur est donné par : 


p(O)) = X cn en) 


1 
où les états |pn) sont les états stationnaires, d’énergies (r + 3 hw. 


a. Quelle est la probabilité P pour qu’une mesure de lénergie de 
loscillateur, effectuée à un instant t > 0 quelconque, donne un résul- 
tat supérieur à 2hw ? Lorsque P = 0, quels sont les coefficients cn non 
nuls ? 


b. On suppose à partir de maintenant que seuls co et cı sont différents 
de zéro. Écrire en fonction de co et cı la condition de normalisation 
de |#(0)) et la valeur moyenne (H) de lénergie. On impose de plus 
(H) = ħw ; calculer |co|? et |c1[?. 


c. Le vecteur d’état normé |#(0)) n’étant défini qu’à un facteur de phase 
globale près, on fixe ce facteur de phase en prenant co réel et positif. 
On pose : cı = |cile:1. En plus de (H) = hw, on suppose que : 


Calculer 01. 


d. |Y(0)) étant ainsi déterminé, écrire [Y(t)) pour t > 0 et calculer la 
valeur de 6, à l’instant t. En déduire la valeur moyenne (X) (t) de la 
position à l'instant t. 


Commentaires 


Il s’agit d’un exercice typique. L'objectif est d’appliquer les méthodes, le 
formalisme et l’analyse physique des résultats des chapitres précédents à 
l’oscillateur harmonique, qui est le sujet de ce chapitre. Il est assez simple, 
et permet de s’échauffer pour les exercices à venir. 

La particularité de cet exercice est que la particule est placée dans un poten- 
tiel harmonique à une dimension, ce qui impose la forme des fonctions d’onde 
de la particule (polynômes d'Hermite) et les énergies associées ((n + 1/2)ñw 
avec n € N). Le but de cet exercice est de comprendre l’évolution de la par- 
ticule dans cette base propre, en suivant la valeur moyenne de sa position 
au cours du temps. 
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On considère un oscillateur harmonique de masse m et de pulsation w. À l’instant 
t = 0, l’état de cet oscillateur est donné par : 


p(0)) = cu lon) 


nm 
où les états |,) sont les états stationnaires, d'énergies | n + 5 hw. 


a. Quelle est la probabilité P pour qu’une mesure de l'énergie de l’oscillateur, 
effectuée à un instant t > 0 quelconque, donne un résultat supérieur à 2ħw ? 
Lorsque P = 0, quels sont les coefficients cn non nuls ? 

é i i 1 i 
|n) étant un état stationnaire d'énergie Ep = (r+ 5) ħw, l’évolution 


temporelle de l’état peut être obtenue facilement à partir de l'équation de 
Schrödinger. 
On a, à un instant t > 0 : 


lp(E)) = 3 gye aN [Pn) = 5 gae AFEA lPn) 


1 
et la probabilité d’obtenir la valeur En = C + 2) ħw lors d’une mesure de 


l'énergie vaut donc 
nl) = enl? 


Or on obtiendra un résultat supérieur à 2Aw si n > 2, et l’on a donc : 


Lorsque P = 0, on aura donc : 
+69 
P=Y lj/P=-08##m216-0 
=à 


et les seuls coefficients c, non nuls sont les coefficients co et c1, 
PE) = coe ™™*/? po) + ce 7t? pi) 


ce qui est logique du fait que, la probabilité P pour qu’une mesure de l'énergie 
de l’oscillateur donne un résultat supérieur à 2ħw étant nulle, la probabilité 
1 — P pour qu’une telle mesure donne un résultat inférieur à 2ħw, c'est-à- 


3hw 
dire Eo = y (avec la probabilité stationnaire |co|?) ou E1 = Ea (avec 
la probabilité stationnaire |c1|?), est égale à 1 (|co|? + |c1|? = 1), et l’état 
ly(t)} (et a fortiori l’état |#(0)) puisque les probabilités de chaque état sont 
stationnaires) ne peut donc être combinaison linéaire que des états propres 
lo) et |ọ1). 
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b. On suppose à partir de maintenant que seuls co et cı sont différents de zéro. 
Écrire en fonction de cp et cı la condition de normalisation de |#(0)) et la 
valeur moyenne (H) de l'énergie. On impose de plus (H) = hw ; calculer |co|? 
et |c |2; 

Les coefficients co et cı étant les seuls coefficients non nuls, l’expression de 
|y (0)) peut se réécrire : 


p(O)) = $. cn lpn) = co lpo) + c1 lp1) 


La condition de normalisation de |#(0)) impose donc 


Ky (0)ly(0)) |? = 1 Sf lco]? + lc|? =1 


On a de plus : 


(y (0)| H Y (0)) = (c (pol + ci (1|) H (co |po) + c1 [p1)) 
(cò (pol + că (p1l)(coE0 |po) + c1 E1 [g1)) = |co]? Eo + ll? Et 


ħw 3hħw 
leol- + af 


(H) 


soit 
ħw 
(H) = (|co|? +a 


Comme on impose (H) = hw, on a donc |co|? + 3|c1|? = 2. On peut donc en 


déduire : 
col? + |e? =1 5 2 gl 
{ lco]? + 3lc|? = 2 * col |c1 | 2 


pue = ae (e kon) + e fon) 
avec ĝo le facteur de phase global (voir question c) et 41 le déphasage entre 
les deux états, à déterminer. 

Ce déphasage pourrait être obtenu à partir de |#(0)) ou déterminé expérimen- 
talement en utilisant une autre mesure qui ferait « interférer » les deux kets 
lo) et |[w1). Les termes d’interférence sont en effet sensibles aux déphasages. 
C’est cette méthode qui sera utilisée dans la question suivante via une mesure 


de {X). 


On a donc 


c. Le vecteur d’état normé |4(0)) n'étant défini qu’à un facteur de phase globale 
près, on fixe ce facteur de phase en prenant co réel et positif. On pose : 
c = |c let. En plus de (H) = hw, on suppose que : 
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Calculer 64. 


1 
co étant choisi réel et positif, on a nécessairement 0o = 0 et co = Z d’après 
L : 
les résultats de la question b, et l’on a d’autre part cı = —=e"1, Or on a : 


1 Mw i 
= (Rx) _ JE, 
(Ex OOREEN h 


Étant donné l’action des opérateurs création et annihilation, l'application 
de cet opérateur conduit à des termes d’interférence, ou termes croisés, des 
coefficients co et cı ; le résultat de (X) va donc dépendre du déphasage 61. 
On peut en déduire : 


(X) = (WOX O) = Elpo +e% KX (lo) + e” le) 
= LE (vo te=: (pa]}a + at (lpo) + e l1) 
= TER + e 2 (o) (e lpo) + lyr) + vV2e® |42)) 


du fait que les états propres |w,) forment une base orthonormée de l’espace 
des états, et la condition sur (X} impose : 


h ii ñ 2 
=y mg nS & cos 0: A 0i +7 +247, keZ 


mu 


On peut remarquer que la détermination n’est pas complète du fait que les 
interférences à deux ondes ne donnent accès qu’au cosinus de la phase et non 
à la phase elle-même. 


. [#(0)) étant ainsi déterminé, écrire |d(t)) pour t > 0 et calculer la valeur de 


1 à l'instant t. En déduire la valeur moyenne (X) (t) de la position à l'instant 
t. 


On a ainsi : i 
s= + er 
|(0)) 73 90) \p1)) 
avec 01(t = 0) = 01 = > +2kr, k € Z d’après les résultats de la question c. 


L’énoncé nous demande d’écrire 


D) = Fallo) + e hor) 
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et de déterminer 6: (t). 
We) = a a 
Ca hp pee tR lio] 


EP ligo) tere it hp)) 


soit 


L e-it/ 2 (lpo) + ee» |0:)) 


On a donc, en ne tenant pas compte du facteur de phase global e—#!/2 : 


O(t) = 01 — 


et la valeur moyenne (X) (t) peut être déduite de la valeur moyenne (X) 
déterminée à la question c en remplaçant 41 par @1(t) : 


L'évolution de la valeur moyenne (X) (t) ne fait donc intervenir qu’une seule 
fréquence de Bohr, la fréquence = sans ses harmoniques du fait que les 
autres coefficients cn pour n > 2 Soni nuls. En effet, comme seuls les coeffi- 
cients co et cı sont non nuls par hypothèse, seules les transitions 0) — |w1) 
et |21) — |po) sont possibles, et les deux niveaux associés sont distants de ħw. 
En termes de mouvement, ce résultat démontre que la (valeur moyenne de la 
position de la) particule oscille autour de la position d’équilibre x = 0 à la pul- 
sation w. Ceci est parfaitement analogue au cas classique d’une bille dans un 
puits de potentiel harmonique qui oscille au fond du puits à la même fréquence 
bai . Dans ce système classique, aucune harmonique n’apparaîtrait, même 


roi de fortes oscillations, car le potentiel est parfaitement harmonique. Des 
harmoniques n’apparaîtraient qu’en raison d’anharmonicités du potentiel, 
comme par exemple des termes en X3. Dans le système quantique, des har- 
moniques pourraient néanmoins apparaître dans le spectre, même si le poten- 
tiel est parfaitement harmonique, si des états |A), n > 1, étaient occupés 
(cas qui n’est pas étudié dans cet exercice). On peut enfin remarquer que des 
anharmonicités peuvent également être décrites de manière quantique, mais 
ce n’est pas l’objet de cet exercice (voir le Chapitre XI, et en particulier le 
Complément Axr, pour de plus amples détails). 
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5.2 Oscillateur harmonique anisotrope à trois 
dimensions 


Enoncé. 


On considère, dans un problème à trois dimensions, une particule de masse 
m et d'énergie potentielle 


V(X, Y, Z) = La [( $ a2) (X? +Y?) + (: = 2) z?| 


où m et À sont des constantes satisfaisant : 


3 
W > 0, 0 < À < n 
a. Quels sont les états propres de l’hamiltonien et les énergies correspon- 


dantes ? 


b. Calculer et discuter en fonction de À les variations de l'énergie, la 
parité et le degré de dégénérescence du niveau fondamental et des deux 
premiers niveaux excités. 


Commentaires. 


Cet exercice introduit quelques complexités supplémentaires par rapport au 
précédent. Tout d’abord, le potentiel n’est plus à une, mais à trois dimen- 
sions. De plus, les fréquences des trois oscillateurs harmoniques ne sont pas 
toutes égales. Les dimensions supplémentaires ne sont pas trop difficiles à 
prendre en compte du fait qu’il n’existe aucun couplage entre les puits de 
potentiel, ce qui implique que l’hamiltonien est séparable et que l’exercice 
peut être résolu séparément pour chaque direction. La séparation des vari- 
ables est généralement une méthode très efficace en physique, et elle est 
tout aussi utile en mécanique quantique, comme nous l’avons déjà vu dans 
l'exercice 13 du Chapitre III. Une fois le problème à une dimension maîtrisé, 
des dimensions supplémentaires sont assez simples à gérer en l’absence de 
couplage. Il faut être attentif en combinant les résultats, en calculant les 
niveaux énergétiques et en calculant leur dégénérescence, qui dépend de la 
constante anisotropique, mais il n’y a pas de difficulté particulière. Le résul- 
tat final est assez profond : un changement d’anisotropie, lié à un change- 
ment de symétrie du système, conduit à une modification de ses niveaux 
énergétiques. 
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On considère, dans un problème à trois dimensions, une particule de masse m et 
d'énergie potentielle 


2 G / 
V(X,Y,Z) = T [É + +) PRO (i: - 2) 7 


où m et À sont des constantes satisfaisant : 


w>0,0<A<Ž 


a. Quels sont les états propres de l’hamiltonien et les énergies correspondantes ? 


L'énergie potentielle vaut par hypothèse : 


3 


2À 4A 
Wr — Wy Zw Lio aan ae 


L'expression précédente de l’énergie potentielle devient : 


V{X, Y, 2) = m C $ 2) Nate li 2) 7 


Posons 


1 
FAT - SEX" + wi Y? + w22?) 


L’hamiltonien de la particule s'écrit donc : 


a 1 2 yr2 A 1 2472 e 1 2 72 
n= (FE + fmax?) + Sn T aY + + gmut2?) 
= ot Hyt H 
avec 
a 1 2 y2 
H, == +- 
m oo 
P g 
= 4 2472 
a 1 2 r72 
H, = — +- FA 
TIME dis. 


L'opérateur H, est le prolongement dans E, = €; © Ey @ €, d’un opérateur 
agissant dans Ey et qui est, dans l’espace des états Ez, l’hamiltonien d’un 
oscillateur harmonique à une dimension. Il en est de même pour les opérateurs 
H,, et H, dans €, et €.. Les opérateurs Hz, Hy et H, commutent entre eux, 
et chacun d’eux commute donc avec l’hamiltonien total H = H, + Hy + Hz. 
On peut donc résoudre l'équation aux valeurs propres 


H |pn) = E|pn) 
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en cherchant les vecteurs propres |n) de H qui sont également vecteurs 
propres de H}, Hy et H,. Or nous connaissons déjà les vecteurs et valeurs 
propres de Hy dans Ea, de Hy dans Ey et de Ha dans €, : 


1 


1 

Hy |n) = (r + >) hwy |Pny) : |Pny} € Ey ny EN 
1 

Hz C = (r: + :) hw, On.) » On.) e E,,n EN 


On en déduit que les états propres communs à H, H+, Hy et H, sont de la 
forme : 


Beeman = (Pra Pns lPn) 


et que les énergies correspondantes ont pour expression : 


1 Í 1 
Bnemn. = (ne +) ho + (r +7 ) fusy + (ne +5) nu 


soit, en remplaçant wz, wy et wz par leurs expressions : 


2À 1 4A 
Ens ny: (à) = ++ 414$ + (m3) Th 


. Calculer et discuter en fonction de À les variations de l’énergie, la parité et le 


degré de dégénérescence du niveau fondamental et des deux premiers niveaux 
excités. 


On peut tout d’abord remarquer que, d’après les résultats de la question a, 
les énergies propres ont pour expression, lorsque À = 0 : 


et correspondent alors aux énergies propres d’un oscillateur harmonique 


isotrope à trois dimensions de pulsation w, ces énergies propres étant alors 


1 2 
dégénérées WELUR fois (avec n = ng +ny +nz) d’après la relation (30) 


du Complément Evy. On peut également remarquer que les fonctions propres 


Pnz Ny Nz (2:02) = Pra (jen, (Y) Pn, (2) 


de H ont pour parité (—1)” avec n = ng + ny +n, du fait que les fonctions 
propres Pn, (x), Pn, (Y) et Pn, (z) respectives de Hy, Hy et H, ont pour pa- 
rités respectives (—1)"+, (—1)”» et (—1)": d’après les résultats du § C-2 du 
Chapitre V. 
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On a, dans le niveau fondamental, ng = ny = n; = 0. Le niveau fondamental 
n’est donc jamais dégénéré, et ce quelle que soit la valeur de À. Son énergie 


vaut : 
J 2A 1 | 4A 
1+ — + =4/1 — — | ħw 
tara zl 


L'évolution de Fo en fonction de À est illustrée sur la figure 5.2 : Eo est une 


Eo(à) = Eo,0,0(À) = 


| À , 3hw A : 
fonction décroissante de À, qui vaut —— lorsque À = 0 (les trois oscillateurs 


harmoniques à une dimension se déplaçant dans les trois directions de l’espace 
étant alors dans leur état fondamental avec la même pulsation w). 


FIG. 5.2 — Courbe représentative de Eo en fonction de À. 


L’unique fonction d’onde associée p0,0,0(£, y, z) a pour parité (—1)° = +1 et 
est donc paire quelle que soit la valeur de À. 


Le premier niveau excité correspond à la deuxième énergie la plus basse (juste 
au-dessus de Epo) : 


e si À = 0, le premier niveau excité a pour énergie 
E1(À = 0) = E,0,0(À = 0) = Eo i o(À = 0) = Eoo 1(À = 0) = —— 


et est donc dégénéré trois fois. Les trois fonctions d’onde associées 


P1,0,0(£, Y; 2), P0,1,0(£, Y, Z) et Lo,o,1(x, y, Z) ont pour parité (—1)! = —1 
et sont donc impaires. 


e si À Æ 0, on peut remarquer que l’augmentation de ng ou de ny de 1 


2A 
augmentera lénergie de 1/1 + z tandis que l'augmentation de n, de 


/ 4A 2A 
1 augmentera l'énergie que de 4/1 — giw Lyle 7 hu du fait que 


DS ÀA< ré Par conséquent, le premier niveau excité correspond alors à 
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Nx = Ny = 0 et n, = 1 et n’est donc pas dégénéré. Son énergie vaut : 


T 4A 
TEETEEID 


L’unique fonction d’onde associée ¢o,o,1(x,y,z) a pour parité 
(—1)! = —1 et est donc impaire. 


E (A) —= Eo,0,1 (A) = 


L'évolution de E; en fonction de À est illustrée sur la figure 5.3 : F1 est 
5h 
une fonction décroissante de À, qui vaut 2 lorsque À = 0, c’est-à-dire 


lorsque les trois oscillateurs harmoniques ont la même pulsation (parmi les 
trois oscillateurs harmoniques à une dimension se déplaçant dans les trois 
directions de l’espace, les deux oscillateurs se déplaçant le long de Ox et Oy 
sont dans leur état fondamental tandis que celui se déplaçant le long de Oz 
est dans son premier état excité). 


FIG. 5.3 — Courbe représentative de E1 en fonction de À. 


On pourrait enfin se dire que, pour À Æ 0, le deuxième niveau excité sera 
obtenu pour ns = l ét ny = ng = 0 ou pour ny = 1 et ne = ny = 0 


5ħw 
puisque l'énergie E1 0,0 = Eo,1,0 vaudra alors toujours + lorsque À = 0 


mais afn > E lorsque À = Cependant, lorsque ng = ny = 0 et 


nigy = 2, l'énergie 002 vaudra su > EA lorsque À = 0, mais toujours 


3 3 
one lorsque À = T et les courbes représentatives de F1,0,0 = Eo,1,0 et de 


Eo,0,2 en fonction de À présenteront donc un point d’intersection. Ce point 
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d’intersection est obtenu pour 


Eï,o,o(À) = Eo,1,0(À) = Eo,0,2(À) 


j 2A 1 4A L 2A 5 4À 

2 —+=41-—=41+—= +11 — 

+ Ite ta 3 +3 +51 3 
2 


Par conséquent : 


e si À = 0, le deuxième niveau excité a pour énergie 


E2(1=0) = Ei,1,0(À = 0) = E1,0,1(À = 0) = Eo11(à = 0) 
= E2,00(À = 0) = Eo,2,0(À = 0) = Eo,o,2(À = 0) 
_ Tw 
o 2 


et est donc dégénéré six fois. Les six fonctions d’onde associées 


P1,10(%, Y, 2), Gioie Y, z), oaia Y, al P2,0,0(%; Y, z), P0,2,0(1, y, z) 
et p0,0,2(£, y, z) ont pour parité (—1)? = +1 et sont donc paires. 


i 1 i i . i 
) Si0< À < 3 le deuxième niveau excité a pour énergie 


TO 4A 
DER ul a T 
F3 "2 y 


et est donc dégénéré deux fois. Les deux fonctions d’onde associées 
P1,0,0(£, yY, Z) et po,1,0(x, y, 2) ont pour parité (—1)! = —1 et sont donc 
impaires. 


Eo()) = E1,0,0(À) = Eo,1,0(A) = 


: 1 : i . i 
si À = 5’ le deuxième niveau excité a pour énergie 


1 L 1 1 
) = = zalej kaaa | Dee 
E2 (à 5) ÆE1,0,0 (à :) Eo,1,0 (à 5) Eo,0,2 ( :) 
i Ld 4 2 4 1 9ħw 
Dal li >44 hu = [+ j e% 
3 2 l V3 23 2V3 


et est donc dégénéré trois fois. Parmi les trois fonctions d’onde associées, 
#1,0,0(x,Y,2) et p0,1,0(£, y, 2) ont pour parité (—1)! = —1 et sont donc 
impaires tandis que Y0,0,2(£, y, z) a pour parité (—1)? = +1 et est paire. 


Il 


pl 3 à ; aa r ; 
esi—<À< T le deuxième niveau excité a pour énergie 


2 
; 2A 5 4A 
E T E E T 
ren Jn 


Ea(X) = Evo,2(À) = 
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et n’est donc pas dégénéré. L’unique fonction d'onde associée 
po,0,2(£, yY, Z) a pour parité (—1)? = +1 et est donc paire. 


L'évolution de E> en fonction de À est illustrée sur la figure 5.4 : après 
un maximum global en À = 0, Ea est une fonction croissante de À pour 


1 3 
ZAS 9 puis décroissante pour F <À< T avec un maximum local 


is 
en 9 


NI OC 


I 
I 
! 
I 
I 
! 
I 
ii 
ji 
0 1 
2 
FIG. 5.4 — Courbe représentative de E2 en fonction de À. 


Cet exercice peut sembler abstrait de prime abord, mais il a des implications 
importantes. Une idée similaire est souvent utilisée en chimie quantique. Au lieu 
de courbes énergétiques comme c’est le cas ici, l’idée est de calculer des surfaces 
énergétiques qui représentent l’évolution des niveaux énergétiques d’une molécule 
en termes de degrés de liberté de la molécule. La figure 5.5 résume l’évolution des 
énergies Eo, E1 et E2 en fonction de À. On peut remarquer que Es est discontinue 
en À = 0. Les électrons liés de la molécule sont piégés dans un puits de potentiel 
complexe à n dimensions, où n représente le nombre de degrés de liberté internes 
de la molécule, comme la particule dans cet exercice. n représente aussi le nombre 
de modes vibrationnels, chacun étant décrit par un oscillateur harmonique en pre- 
mière approximation. Les surfaces énergétiques sont fonctions des n paramètres, de 


la même manière que les trois niveaux énergétiques (Eo, E1 et E2) sont ici fonctions 
de À. 
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Po 
4 


1 
2 


FIG. 5.5 — Courbes représentatives de Æo (en traits pleins), E1 (en traits tiretés) et E2 
(en traits pointillés) en fonction de À. 


5.3 Oscillateur harmonique : deux particules, 
partie 1 


Enoncé. 


Deux particules de même masse m, de positions respectives X1 et X2, 
d’impulsions respectives P, et P2, sont soumises à l’action d’un même poten- 
tiel : 1 
V(X) = Sr X 2 
Les deux particules n’interagissent pas. 
a. Ecrire l'opérateur H, hamiltonien du système des deux particules. 
Montrer que H peut s'écrire : 


H = H; + H2 


où Hı et Hə n’agissent respectivement que dans l’espace des états de 
la particule (1) et de la particule (2). Calculer les énergies du système 
des deux particules, leur degré de dégénérescence, les fonctions d’onde 
correspondantes. 
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b. H forme-t-il un E.C.O.C. ? Même question pour l’ensemble { H1, Hə}. 
On désignera par [®h,n,.) les vecteurs propres communs à H; et H2. 
Écrire les relations d’orthonormalisation et de fermeture des états 
[Oni ,na)- 


c. On considère un système qui, à l’instant t = 0, est dans l’état : 
y' ? 7 


[D(0)) = 5 (180,0) + |®1,0) + |Po,1) + |P11)) 


NI = 


Quels résultats peut-on trouver, et avec quelles probabilités, si on 
mesure à cet instant : 


e l'énergie totale du système ? 
e l'énergie de la particule (1) ? 


e la position ou la vitesse de cette particule ? 


Commentaires. 


Cet exercice est presque un exercice typique et traite non pas d’une mais 
de deux particules dans le potentiel harmonique à une dimension habituel. 
On suppose que les deux particules sont discernables (par leur spin, par 
exemple). Les techniques requises sont standard pour décrire un système 
quantique de deux particules comme dans les exercices 16 du Chapitre III et 
6 et 7 du Chapitre IV. À la question c, qui introduit le ket |[#(0)), la première 
étape consiste à déterminer si l’état est intriqué ou s’il peut s’écrire comme 
un produit tensoriel. La fin de cet exercice, bien que simple, contient de 
longs calculs. 

Rappelons l’équation (C-27) du Chapitre V qui donne la fonction d’onde 
d’une particule unique dans un puits harmonique à une dimension associée 


1 
à l'énergie En = ( + 5) hw : 


1 hi NT ymw 1/4 [mw d]” imez 
vo) = [z (5) a) [e-i] a 


Cette fonction devra être adaptée au cas à deux particules de cet exercice. 


Deux particules de même masse m, de positions respectives X4 et X2, d’impulsions 
respectives P} et P2, sont soumises à l’action d’un même potentiel : 


Les deux particules n’interagissent pas. 
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a. Écrire l'opérateur H, hamiltonien du système des deux particules. Montrer 
que H peut s’écrire : 
H = Hı + H2 
où Hı et Hə n’agissent respectivement que dans l’espace des états de la 
particule (1) et de la particule (2). Calculer les énergies du système des deux 
particules, leur degré de dégénérescence, les fonctions d’onde correspondantes. 


L’hamiltonien du système des deux particules a pour expression : 


P P P P 1 1 
HFa- a X Zis ET AP € en 2 y2 
DU M ne MAÉ ES a 


L’hamiltonien H est séparable et peut s’écrire sous la forme 


H = Hi + H 


avec D i a 
H= z= + ze xi et H2 = r ze X 

où Hı et Hə représentent les hamiltoniens respectifs des particules (1) et 

(2) et agissent donc dans leur espace des états respectif. Chacun de ces 

deux hamiltoniens correspond à l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique 

à une dimension. Les énergies du système des deux particules ont donc pour 


expression : 
Enin = (ni + na + 1)fw avec ni, n2 € N 


En posant n = nı + n2, on a 
En = (n + 1)ñħw avec n € N 
Pour n fixé, le couple (n1, n2) peut prendre les (n + 1) valeurs 
(0,n),(1,n—1),...,(n—1,1),(n,0) 


Comme les particules sont discernables, on peut en effet distinguer le couple 
(k,n — k) du couple (n — k,k). Les énergies En, n, du système des deux 
particules sont dégénérées (n + 1) fois. Seul l’état fondamental est donc non 
dégénéré. 

Les fonctions d'onde sont quant à elles de la forme : 


Prina (Dis T2) = Pn (£1)Pn2 (z2) 


En remplaçant Yn, (£1) et Pno (£2) par l’expression (C-27) du Chapitre V, on 
obtient : 


2r1+r2milno! 


1 
Dusn2(ti,T2) = | 
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Ces fonctions d’onde sont, de même que ce système, symétriques par échange 
des deux particules. Les particules sont discernables, mais ont des rôles 
symétriques. 


H forme-t-il un E.C.O.C. ? Même question pour l’ensemble {H:,H2}. On 
désignera par [®», n2) les vecteurs propres communs à H; et Hə. Écrire les 
relations d’orthonormalisation et de fermeture des états [By na). 

H ne forme pas un E.C.O.C. puisqu’à une même valeur de n = nı +nz2 peuvent 
correspondre (n+1) fonctions d’onde indépendantes d’après les résultats de la 
question a. En revanche, { H1, Hə} forme un E.C.O.C. du fait qu’à un couple 
(n1, n2) donné correspond une unique fonction d’onde. Les vecteurs propres, 
notés [By n2}, communs à H; et Hə forment donc une base de l’espace des 
états. Leur relation d’orthonormalisation s'écrit : 


x 
(Prin Pin!) = Öna ni Ôno,n, < fe. n2 (£1, T2) ni ns (z1, t2)dæ1d%2 
= ma dasni 


et leur relation de fermeture : 


>. (Onin) lnn =] 


ni,n2 


SN On mlt 22)Dh, na (215 To) = (e1 — T1)6(x2 — 22) 


ni,n2 


. On considère un système qui, à l’instant t = 0, est dans l’état : 


(0) = Z (180,0) + [@1,0) + 180,1) + 1B11)) 


Quels résultats peut-on trouver, et avec quelles probabilités, si on mesure à 
cet instant : 


e l'énergie totale du système ? 
e l'énergie de la particule (1) ? 


e la position ou la vitesse de cette particule ? 


On peut remarquer que l’état du système à l’instant t = 0 peut s’écrire comme 
un produit tensoriel : 


1 
v2 


On peut ainsi en déduire qu’une mesure de : 


I(0)) = (po) + lv1)) & -5 (lpo) + |y1)) = [1 (0)) 8 |H2(0)) 


e l'énergie totale du système peut donner les résultats : 


1 
o Eo, = ħw avec une probabilité de |(®0,0|4%(0))|? = 2: 
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o Eio = Eo, = 2hw avec une probabilité de 


E1 ol) + 201100) = à 
o E11 = 3ñw avec une probabilité de |[(11/[#(0))[? = T 
e lénergie de la particule (1) peut donner les résultats : 
o Eo = = avec une probabilité de | (o| (0)}|? = 5 
o E = = avec une probabilité de |(y1|Y1(0))|? = F 
À l'instant t = 0, l’état de la particule (1) est : 


ha (0)) = leo) skay 


et sa fonction d’onde a donc pour expression : 


UE Zol) re 
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La probabilité infinitésimale pour que la particule se trouve à une position 


comprise entre xı et zı + dzı vaut donc p(x1,0)dæ1 avec 


p(zı,0) = Leia) + yï (z1))(po(z1) + p1(x1)) 


la densité de probabilité de présence à t = 0, et 


d’après les relations (C-25) et (C-28) du Chapitre V. On a donc : 


pln,0) = pole) + tm ))? 


2 
D eE aa 


du fait que o(x1) et w1(x1) sont réelles. Les courbes représentatives de 
po(æ1), g1(t1), Po(æ1) + gi(x1) et p(x1,0) sont représentées sur les figures 


5.6, 5.7, 5.8 et 5.9 respectivement. 


On a : 
_ A (Es À X = 1) Em + 
aan 
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T1 
0 


F1G. 5.6 — Courbe représentative de wo(x1). 


FIG. 5.7 — Courbe représentative de g1 (x1). 


et 


(as + ai} — af + al? + aa} + alay = a | al? -2N +1 


du fait que [a1, al] = 1. On peut ainsi en déduire : 


(X1) 


Gé (0) Xa (0) = EY = (ol + (1 Dla + at)(Ivo) + 1) 
= i leol + eleo) + le) + V5 en) = y 


2muw 
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et 


polz) T pi(x1) 


À 


FIG. 5.9 


4mw 


h 


4mw 


h 


mu 


— Courbe représentative de p(x1, 0). 


(CO) XÈ leba (0)) = LÉ (a (O)| ax + a? (0) 


(pol + (p1l) (a? + at? +201 + 1)(lp0) + |y1)) 


({pol + (p11) (V2 l2) + v6 l3) + lpo) + 3v1)) 
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Axe = 0806 = ER Le) 


On a, de la même manière : 


et donc 


P(n,0) = (Fo) + Fi(p1)) 


et la probabilité infinitésimale pour que la particule possède une impulsion 
comprise entre pı et p1+dp1 (et donc une vitesse comprise entre vı et vı +dv1) 
vaut donc [5(p1,0)|?dp1 avec 


(P001) + 7i(p1))(Go(p1) + F1 (p1)) 


1 
IS (p1, 0)? = 5 


On a ensuite 


mu 1/4 _1 mw,,2 
go) = ( 44e 


za mw\l/4 1 ha Í that 
=> ppi) = (=) =" pi/(2mhw) — Gore p?/(2mhw) 


d’après la relation (50) de l’Appendice I, et 


—1 mug? 2muw me 
: F [eret i- (2) Fita 


= -7 (2e) s (-#) volen] = eok Pur) 


sales i [= pı Jein 
ñ (rmhw)1/4 \ mhuw 


=i v2 ePi/(2mhw) 
mA (mhw) a" 


Pi (pı) = F [p1 (21)] = F Gal 


d’après la relation (38b) de l’Appendice I. On a donc : 


B(p1,0) = > (Golr1) + 7i(n1))(Polr1) + F1(m1)) 


Got) + [P1 (P1)? + Po(p1)(G1 (P1) + Fi(p1))) 


Got) + [71 (P1)? + 2Po(p1)Re(F:(p1))) 


il 2 2 
—2 LIS 2y a n į E —p1/(mhw) 
(polpi) + [F1(P1)l*) Iamha ( + EH) Co 


yie RDIRNDIRNRIrH 


du fait que Yo(p1) est réelle et que Yı (pı) est imaginaire pure, et la courbe 
représentative de |ÿ(p1,0)|? est tracée sur la figure 5.10. 
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(5(p1, 0)|? 


Pı 


0 


FIG. 5.10 — Courbe représentative de [ÿ(p1,0)[°. 


Ona: 
(ai — ai}? = a? pa amal — ala1 = a? a IN 


du fait que [a1, al] = 1. On peut ainsi en déduire : 


(Pi) = (OLP: (0) = Fiy Z Ueol + lor 
= Tiy Ueol + (ello) + V2 lea) — leo) = 0 


Jai — a1) (l0) + |y1)) 


(P?) = (P(O PÈ (0) = -Z (0) (ai — an)? fé (0) 
= -T lyol + (pa + at? — 2M1 — 110) + l1) 
= -T lol + (12l) + VEe) — lvo) — 3 ko1)) 
= mħw 


et donc 


AP, = y (P?) — (P1)? = y/ (P?) = Vmhw 


est l’ordre de grandeur de l'impulsion de la particule, ce qui est 


logique du fait qu’il s’agit de l'impulsion caractéristique d’un oscillateur har- 
monique de masse m et de pulsation w. On peut remarquer qu’on peut obtenir 
exactement les mêmes résultats pour la particule (2) du fait que la fonction 
d’onde est symétrique par échange des deux particules. 


On peut remarquer que 


AXi: AP, = y z Vmi = h 


ce qui signifie qu’un traitement quantique est nécessaire pour cette particule. 
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5.4 Oscillateur harmonique : deux particules, 
partie 2 


(Cet exercice fait suite au précédent dont il utilise les notations.) 


Enoncé. 


Le système de deux particules est, à l'instant t = 07, dans l’état [Y(0)) 
donné dans l'exercice 3. 
a. À l'instant t = 0, on mesure l'énergie totale H, et on trouve le résultat 
2hw. 


a. Calculer les valeurs moyennes, à un instant t positif quelconque, 
de la position, de l'impulsion, et de l’énergie de la particule (1). 
Même question pour la particule (2). 


B. À cet instant t > 0, on mesure l'énergie de la particule (1). Quels 
résultats peut-on trouver, et avec quelles probabilités ? Même 
question si l’on mesure la position de la particule (1) ; tracer la 
courbe donnant la densité de probabilité correspondante. 


b. Au lieu d'effectuer, à l'instant t = 0, la mesure de l’énergie totale H, 
on mesure l'énergie Ha de la particule (2) ; le résultat obtenu est Aw/2. 
Que deviennent alors les réponses aux questions a et 5 de a ? 


Commentaires. 


Cet exercice fait suite au précédent. Il est donc conseillé d’avoir traité 
l'exercice précédent avant de traiter celui-ci. L'accent est mis ici sur 
l’évolution au cours du temps de l’état |#(0)) précédemment décrit. 

Le ket initial [4(0)), à l'instant t = 07 juste avant la mesure, peut s’écrire 
comme un produit tensoriel d'états, mais la réduction du paquet d’ondes 
due à la mesure conduit à un ket |#/(0)) (à renormer) différent à l'instant 
t=0*. 

Deux solutions sont possibles : soit le ket peut toujours s’écrire comme un 
produit tensoriel d'états, soit un état intriqué est créé. L'évolution du nou- 
veau ket est étudiée ainsi que les résultats de plusieurs mesures. Le méthode 
d'étude demeure standard pour un système de deux particules. 


Le système de deux particules est, à l’instant t = 07, dans l’état 
l'exercice 3. 


#(0)) donné dans 


a. À l'instant t = 0, on mesure l’énergie totale H, et on trouve le résultat 2hw. 
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a. Calculer les valeurs moyennes, à un instant t positif quelconque, de la 
position, de l'impulsion, et de l'énergie de la particule (1). Même ques- 
tion pour la particule (2). 


L'état initial étant l’état 
1 
[p(0)) = LU) + |P1,0) + |Po1) + |P11)) 


d’après l'exercice 3, le fait que la mesure de l'énergie totale H donne 
le résultat 2hw implique que n = nı + n2 = 1. Le système passe donc, 
immédiatement après la mesure, dans l’état 


_ 1 


lw" (0)) 3 


(1B1,0) + |Po,1)) 
et se trouvera, à un instant t > 0, dans l’état 


ho" (#)) = 7e leo) + Bou) 


En reprenant les expressions calculées dans l'exercice 3 : 


X1 = E (ai + al) 

. [mħw 
Pi =i 3 (a! — a) 
Xə = 7 ze + al) 

mħw 
Ps =i (ah — a2) 

2 
on obtient : 
ñ 


(Xd) = WOX lyt) = zz VOl a + ai) 0) 


J iy (Bo + (õpi hle + ai Nlo + |So1}) 


= y rl + (Bo1l)(|Bo,o) + V21P2,0) + |B11)) 
=i 
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PO = WOR WO) =i E wO (ai — a)l) 
= AE (ol + (01a — a1)(®10) + 180,1) 


= iiy ero] + (Soaz) + 1811) — 180,0) 
0 


mO = VOMO = he wO (mE) o 


(Bol + (Boul) (Mi +F) (no) + Bou) 


(Bol + (oa) (F ro) + 51001) ) = ho 


du fait que les états propres |®,, »,) forment une base orthonormée de 
l’espace des états du système des deux particules. On a donc en résumé 


On obtiendrait les mêmes résultats pour la particule (2) du fait que le 
vecteur |Ÿ’(t)) est symétrique par échange des deux particules. 

B. À cet instant t > 0, on mesure l'énergie de la particule (1). Quels résul- 
tats peut-on trouver, et avec quelles probabilités ? Même question si 
l’on mesure la position de la particule (1) ; tracer la courbe donnant la 
densité de probabilité correspondante. 

Du fait qu’on a 


W(t) = g leo) + Bou) 


d’après les résultats de la question a, une mesure de l’énergie de la 
particule (1) peut donner pour résultats : 


ħw 1 
e Fo = — avec une probabilité de [(Do 1[9'(t))l? = =, 


2 2 
ħ 1 
e E= = avec une probabilité de |(®1 oly (t)? = P 


ce qui est en accord avec le résultat de la question précédente : 
(Hı) (t) = ħw. La probabilité infinitésimale de trouver la particule (1) 
à une position comprise entre xı et xı + dx1 à l'instant t est égale à 
pi(x1,t)dx1. Il serait faux (bien que tentant) d'écrire 


pales) = Wn D = Sleo(e) +1 (21) 


— : [6 (x) + pi(x1) + 2po(x1)p1(x1)] 
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du fait que o(x1) et w1(x1) sont réelles, car l’état |d'(t)) ne peut pas 
s'écrire comme un produit tensoriel. Pour calculer p1(x1,t), il faut donc 
d’abord calculer 


|Y (z1, £2, t)? = (1, cold’ (H)? 
= (Y (t)|£1, £2) (£1, z244 (t)) 


({(®1,0| + (80,1) |21, £2) (£1, £2| (181,0) + | Po,1)) 


ltn) 


À 
2 


== 


= 3 lrimi)p6(2) + 6 (m1)vi(æ2) 
+290(x1)p1(x1)po(x2)p1(x2)] 


du fait que yo(x) et w1(x) sont réelles. p1(x1,t) peut ensuite être calculée 
comme 


+00 
pitt) = J p(z1, £2, t)dT2 
—00 


1 2 ma 2 1 2 Li 2 
= zril) polz2)dz2 + zrol) pi l(z2)dz2 
+00 
+role)er(m) f po(z2)p1(x2)dT2 


6 
1 
= 5 [po(r) +pi(m)] 
du fait que wo(x2) et w1(12) sont normalisées et orthogonales entre elles. 
La courbe représentative de la densité de probabilité p1(x1,t) = p1(x1) 


est représentée sur la figure 5.11, d’après les calculs effectués dans 
l'exercice 3. 


pı(z1) 


T1 


0 


FIG. 5.11 — Courbe représentative de p1(æ1,t) = pı (z1). 


b. Au lieu d'effectuer, à l'instant t = 0, la mesure de l'énergie totale H, on 
mesure l'énergie Hə de la particule (2) ; le résultat obtenu est Aw/2. Que 
deviennent alors les réponses aux questions a et 5 de a ? 


L'état initial étant l’état 


ICO) = $ (Ho) + (1,0) + 180,1) + 181,1) 
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d’après l'exercice 3, le fait que la mesure de l'énergie Hə de la particule 


(2) donne le résultat = implique que n2 = 0. En gardant les deux états 


correspondant à cette énergie et en renormant le ket obtenu, le système passe 
donc, immédiatement après la mesure, dans l’état 


1 = 2a 
ly U= 


qui peut s’écrire sous la forme d’un produit tensoriel : 


1 
1 

ly” (0)) 7 
Nous aurions pu écrire directement l’état obtenu sous cette forme en partant 
du produit tensoriel de l’état initial juste avant la mesure, du fait que Hə 
n’affecte que la particule (2). 

Nous savons à ce stade que la particule (2) se trouve dans l’état fondamen- 
tal de l’oscillateur harmonique, alors que la particule (1) se trouve dans une 
superposition d'états, répartie uniformément entre l’état fondamental et le 
premier état excité. En intégrant directement l'équation de Schrödinger dans 
cette base (base propre de l’hamiltonien), on trouve que le système se trou- 
vera, à un instant t > 0, dans l’état 


MD) = TE en) +e ko) 8 e |) 
1 a | ; 
ge leo) + eTit p)) @ e 4/2 lpo) = IWE) © E) 


En reprenant les expressions calculées dans l'exercice 3 : 


(1Po,0) + |P1,0)) 


(lo) + ly1)) 8 lo) = lwr (0)) @ 1#2(0)) 


Psi 3 (af — ai) 
h 
pas j 
X2 = 1] TE (az + az) 
mħw 
Psi 3 (ai — a2) 


on obtient : 


(X1) (4) 


(y1 (Ol X lyr E) 


= LE (to + et {o1])(a1 + at)(|go) te m ea 


= 5 | 7 ((e0 + et iale e pa + les) + ve ht |p2)) 


= cos wt 
2mw 
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(PDO = (LA| Pa [pt 0) = he (ol Hett (p1l)(at — a1)(|po) + et |p1)) 
= y” PU eo] + e*t (a )(lp1) + VZET p2) — eT |p0)) 


=  —A ra 7 W ia wt 


aO = (OA Wo) = À E pol + et (oil) (M + 3 ) (leo) + + er it |1) 


= sn + ect (41l) Gr |go) + ge it 2) à, 


Ce) = (OLX WO) = y z (pol az + ab) ken) = y z tentes) = 0 
(Pa = (VI PUS) = à Su a2) lpo) = if 7 Z (pole) = 


(HA) = (WOL Be (D) = hw (vol (Ne + à) leo) = E 


On a donc 


GE) = epo) + e= |) 


v2 


une mesure de l’énergie de la particule (1) peut donner pour résultats, à 
n'importe quel instant t > 0 : 


e Eo = =z avec une probabilité de |{(o0o|#7(t)})|? = = 
ħw 1 
e E= s avec une probabilité de | (y1 |t (t)? = 7 


Il est donc logique que l'énergie moyenne de la particule (1) soit 
Eo+E ; s 
(Hit = = —— c’est-à-dire la moyenne des énergies de l’état fonda- 
mental et du premier état excité, du fait que la particule (1) se trouve dans 
une superposition uniformément distribuée de l’état fondamental et du pre- 
mier état excité. De la même manière, pour la particule (2), il est normal 
que (H2) (t) = Eo du fait que la particule (2) se trouve toujours dans l’état 
fondamental. La probabilité infinitésimale de trouver la particule (1) à une 
position comprise entre xı et xı + dx1 à l'instant t est égale à pı (x1, t)dzı 
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avec 


1 —iw 
pin?) = (er, OP = 5lpo(21) + pı (21)e i 


= > (ol) + wi(m)e*t)(oo(x1) + wi(ri)e *) 


= (oo (x1) + pã (x1) + 2p0(x1)p1 (x1) cos wt) 


du fait que wo(x1) et w1(x1) sont réelles, et les courbes représentatives 
de la densité de probabilité pı(xı,t) sont représentées sur les figures 5.12 
à 5.20 à différents instants : la particule (1) oscille donc de part et 


w 
d'autre de sa position d'équilibre à la fréquence de Bohr p= Le mouve- 
T 


ment de la particule (1) était en fait déjà apparent dans les expressions 


pı (2i; 0) 
À 
T1 
0 
FIG. 5.12 — Représentation graphique de la densité de probabilité en fonction de xı à la 


date t = 0 : la particule est initialement dans sa position extrême à droite. 


T1 


FIG. 5.13 — Représentation graphique de la densité de probabilité en fonction de xı à la 
date t = r : la particule commence à se déplacer vers la gauche. 
w 
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T1 


FIG. 5.14 — Représentation graphique de la densité de probabilité en fonction de xı à la 
date t = > : la particule passe par sa position d'équilibre en se déplaçant vers la gauche. 
w 


T1 


FIG. 5.15 — Représentation graphique de la densité de probabilité en fonction de xı à la 


3 | - ; se s 
date t = = : la particule est sur le point d’arriver dans sa position extrême à gauche. 
w 


de (X1) (t) et (Pı) (t). En ce qui concerne la particule (2), les expres- 
sions de (X2) (t) et (P2) (t) indiquent que la particule reste immobile 
(en moyenne). On peut remarquer que, avant toute mesure, le système 
est entièrement symétrique par échange des particules (1) et (2). C’est 
le fait de mesurer qui peut briser la symétrie, donnant potentiellement 
une fonction d’onde qui n’est pas symétrique par échange des deux par- 
ticules. À la question a, |[W'(0)) est toujours symétrique, tout comme 
l'évolution ultérieure du système. À la question b, cependant, |Y” (0)}) n’est 
pas symétrique et les particules poursuivent leur évolution de manières 
très différentes. Le déterminisme de l’équation de Schrôdinger, qui dicte 
l’évolution du système, préserve toute symétrie présente à l'instant t = 0, 
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T 
P1 (a, Z) 
Ww 


T1 


FIG. 5.16 — Représentation graphique de la densité de probabilité en fonction de xı à la 
datet = T:la particule arrive dans sa position extrême à gauche et s’apprête à rebrousser 


w 
chemin pour se diriger vers la droite. 


T1 


FIG. 5.17 — Représentation graphique de la densité de probabilité en fonction de xı à la 


DT | z na : 
date t = A la particule commence à rebrousser chemin pour se diriger vers la droite. 
w 


(a) 
piles, 


T1 


FIG. 5.18 — Représentation graphique de la densité de probabilité en fonction de xı à la 


3 | Fe ze ; 
date t = = : la particule repasse par sa position d'équilibre en se déplaçant cette fois 
w 


vers la droite. 
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mais pour la même raison, aucune symétrie n’est introduite qui n’était pas 
présente initialement. 


T1 


FIG. 5.19 — Représentation graphique de la densité de probabilité en fonction de xı à la 


date t = 5 : la particule est sur le point de revenir dans sa position initiale. 
w 


T1 


F1G. 5.20 — Représentation graphique de la densité de probabilité en fonction de xı à la 
2 
date t = Z : la particule est revenue dans sa position initiale et va rebrousser chemin à 


w 
nouveau pour se diriger vers la gauche. 
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5.5 Oscillateur harmonique : deux particules, 
partie 3 


(Cet exercice fait suite à l'exercice 3, dont il garde les notations.) 


Enoncé. 


On appelle |n, na) les états propres communs à Hı et Hə, de valeurs 
1 1 
propres | nı + 5 hw et (nə + 5) hw. L'opérateur P, « échange des deux 


particules » est défini par : 
Pe [Ön na) oz lDn,n1 ) 


a. Démontrer que P7! = P,, et que P, est unitaire. Quelles sont les 
valeurs propres de P, ? Soit B’ = P,B Pi l’observable transformée par 
P, d’une observable B quelconque. Montrer que la condition B’ = B 
(B est invariante par échange des deux particules) est équivalente à 


[B, P.] = 0. 


b. Montrer que : 
P.H, P! = Ho 
P.H2Pi = H; 


H commute-t-il avec Pe ? Calculer les transformées par P, des 
observables X1, Pi, X2, P2. 


c. Construire une base de vecteurs propres communs à H et Pe. Ces deux 
opérateurs forment-ils un E.C.O.C. ? Que deviennent le spectre de H 
et la dégénérescence de ses valeurs propres si l’on ne retient que les 
vecteurs propres |®) de H tels que P, |®)} = — |8) ? 


Commentaires. 


Comme cet exercice fait suite aux deux exercices précédents (3 et 4), il est forte- 
ment recommandé de les avoir traités avant de traiter celui-ci. Les deux exer- 
cices précédents ont illustré en particulier en quoi il est intéressant d'étudier la 
symétrie du système par échange des deux particules, symétrie qui peut être 
brisée en effectuant une mesure sur le système. Cet exercice vise à explorer plus 
avant cette symétrie en utilisant l'opérateur « échange des deux particules ». 
Il nous invite à explorer maintenant un concept complexe de la physique des 
particules : l’indiscernabilité. Nous avons en effet considéré des particules dis- 
cernables depuis l'exercice 3, mais les particules sont identiques et donc indis- 
cernables dans de nombreux systèmes de deux particules. 

La physique moderne distingue deux types de particules indiscernables en 
fonction de leur symétrie par rapport à l’opérateur d'échange des parti- 
cules : les fermions d’une part, de spin demi-entier, dont la fonction d’onde est 
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antisymétrique par échange des particules, et les bosons d’autre part, de spin 
entier, dont la fonction d’onde est symétrique par échange des particules. 


On appelle [®,,»,) les états propres communs à H, et Hə, de valeurs propres 
1 1 | . 
(r ts hw et | na + z hħw. L'opérateur P, « échange des deux particules » est 


défini par : 
Pe Pr) = (Onsa) 


a. Démontrer que P7! = P,, et que P, est unitaire. Quelles sont les valeurs 
propres de P, ? Soit B' = PBP l’observable transformée par P, d’une 
observable B quelconque. Montrer que la condition B’ = B (B est invariante 
par échange des deux particules) est équivalente à [B, P.] = 0. 


On a, par définition : 
Pe (Onin) = |Pn2,n1) 


En appliquant P7! aux deux membres de cette relation, on obtient : 
ER (Onin) T p (Onan) = m (Onan) = [Ön ,na) = Pe |Pno,n:) 


Ce résultat est valable quels que soient nı et n2, et les états propres |®,, n,) 
communs à Hı et Hə sont également états propres de H et forment donc 
une base de l’espace des états du système des deux particules du fait que 
H = Hı + H2, ce qui prouve donc bien que reel Cela montre que 
cela revient au même de remplacer la particule (1) par la particule (2) ou la 
particule (2) par la particule (1). Il est donc clair que P? = 1. 

De plus, la base {|®,, »,)} est orthonormée du fait que les états propres 
[Bnins) Sont normés et que 


(Dni nalni n) J ((Pni | 8 (Pnal) (Pn) © [ons )) 
(Pna (Pn, ) (na (Pn) = Oran, Onani 


Or les transformés P|®ni n2} = |[Pnon:) des vecteurs de base |, »,) 
redonnent les vecteurs de la même base : d’après le § 1-b du Complément 
Cir, cela implique que l'opérateur P, est unitaire. 

Du fait que P? = 1, P, possède donc —1 et +1 pour seules valeurs propres. 
Enfin, soit B' = P,BP}. On a: 


B' = B & P,BPÌ = B & BP! = P7 'B 


Or nous avons montré que P71 = P,, et P, est unitaire, done Pi = Pyt = P}. 
On en déduit donc : 


B' = B & BP, = P.B & |B, P.) =0 
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Ce résultat est naturel, si B et Pe commutent, alors B est invariant par 
échange des particules et réciproquement, si B est invariant par échange des 
particules, alors B et Pe commutent et sont donc codiagonalisables. 


Montrer que : 
P.H, Pi = Ho 
P,.H2P} = Hi 
H commute-t-il avec P, ? Calculer les transformées par P, des observables 
X1, Pi, X2, P2. 
On a, d’après les résultats de la question a : 


1 
Par Pnisno) =  PeHiPelBnin2) = PeH1|Pnon) = (ns + 5) ħwPe |Pno na ) 


1 
(re + 5) ħw Pi ,n) = H2 [Bni,na) 


1 
PeH2 Pi |On; na) z= FH (Drina = PH ni) = (m+ 5) ha Pe (Onani? 


1 
(m + 3) hw [Pn na) = Hı |Pni,no) 


Ces relations sont vraies pour un état propre |®n; nọ) quelconque mais, 
comme n’importe quel vecteur |Y} peut se décomposer sur la base des états 
propres |®n;, n2), elles demeurent vraies pour tout vecteur |y}, et Pon a donc 
bien 


PHP! = H; 
PILP =, 


Ce résultat peut sembler, une fois de plus, naturel : l’hamiltonien qui agit 
sur une particule devrait être le même hamiltonien qui agit sur l’« autre » 
si les particules sont échangées. Le formalisme mathématique permettant de 
déduire l’opérateur agissant sur une particule à partir de l’autre est celui d’un 
changement de base où P, est la matrice de changement de base. 

On a de plus : 


|H, P.) = HP,- PH = (H, + H)P, — P.(H: + H2) 
= (PHP? + PH, PŻ)P, — Pe(H + Ho) 
= P.(Hı + Ho) — P:(Hı + Ho) =0 
du fait que P, est unitaire, et H commute donc avec P.. 
En gardant le commentaire ci-dessus à l’esprit, du fait que l’hamiltonien H 
est invariant par échange des particules, alors H et Pe commutent. 


Calculons maintenant les transformées par P, des observables Xı et Pı. 
Ona: 


il Mw 1 h 
_— me = t 
asg (sn) f yae 
1 MW . | mħw 
T= 3 ; j 
a = — —Xı— i P. = z 
1 7 h mho ) Asy g Mma 
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et l’on en déduit 


PeX1 PÌ |On ma) = PeX1Pel@nin) = PeX1 [ngim) = Pe(ai + al) |Ðna ni) 


2muw 


I A 
= amg eV" (nain) + Vna + 1|Bnotim)) 
h 
= \/ Ta n2 |[Pni,n2—1) + Vn2 + 1|Pn:,n2+1)) 


ñ 
= Lee (a2 + ai) [ni na) = X2|Pn:i,n2) 


mħw 
2 


. [mħw 
= 2 Pelna + 1|Pno+i,ni) — Vna [Pno—1,n1)) 
| mħw 
= 2 (Vn2 + 1|Bn:,n2+1) — V2 |Pni,n2—1)) 


mu 
= (ai - a2) |Bnsns) = Palnsn2) 


Ces relations sont vraies pour un état propre |®»,n,) quelconque mais, 
comme n'importe quel vecteur |Y) peut se décomposer sur la base des états 
propres |®n; n2), elles demeurent vraies pour tout vecteur |), et l’on a donc 
bien 


PPPI | = PPiPe [Pn na) = PePi lPno,n1) =i Pe(al =la 


et, inversement : 


On peut une fois de plus remarquer un formalisme de changement de base où 
P. est la matrice de changement de base. 


c. Construire une base de vecteurs propres communs à H et Pe. Ces deux 
opérateurs forment-ils un E.C.O.C. ? Que deviennent le spectre de H et 
la dégénérescence de ses valeurs propres si l’on ne retient que les vecteurs 
propres |[®) de H tels que P, |8) = — |8) ? 


Cherchons les vecteurs |®) vecteurs propres communs à H et P, sous la forme 
|) = 5 ani ,n2 |Pni,n2) 


ni,n2 


où les |», n,) sont les états propres communs à H; et H2. On a donc, par 
définition : 


{ H |) = E |ð) 
P,|®) = +1$) 
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du fait que nous avons montré à la question a que P, possède —1 et +1 pour 
seules valeurs propres. En remplaçant |$} par son développement sur la base 
{Du n2)}, on obtient : 


H 5 Ana ,n2 lPni,n2) =E 5 ani,no [Pn no) 


ni,n2 ni,n2 


Fe 5 An ,n2 Brie} =r 5 An ,n2 Durs 


ni,n2 ni,n2 


5 anima H |Ðni na) = E à Ana ,n2 (Oni ,na) 


a ni,n2 ni,n2 
` anina Pe |On na) = E X anina [Pr ,n2) 
ni,n2 ni,n2 
> An ,n2 (ni + no + Dhw dr n) = E > Ana ,n2 (Onin) 
= ni,n2 ni1,72 
X An1,n2 |Pn2,n ) AE X An1,n2 (Bnina) 
nına nina 
m Enina = (n1 + no + L)ñw 
Yna, no € N, anina = Lüno,ni 


l 
Les vecteurs |n; n,) avec n1 = n2 et les vecteurs 7 Prin) a A 


avec nı Æ nz sont donc vecteurs propres communs à H et P, avec les valeurs 
propres (nı +n2 + 1)ñw et +1, respectivement. Du fait que les valeurs propres 
de H sont dégénérées (nı + n2 + 1) fois (d’après les résultats de la question 
a de l'exercice 3) et que P, ne possède que deux valeurs propres a fortiori 
dégénérées, H et Pe ne forment pas un E.C.O.C. 


Le spectre de H est constitué des énergies propres 
Enina = (ni + n9 + 1)hw avec (n1,n2) € N? 


Chaque énergie propre est dégénérée (nı + n2 + 1) fois, et seul le niveau 
fondamental, d'énergie E,o, est non dégénéré, ce dernier étant associé à l’état 
propre |®o,0). Les énergies propres En; no avec (n1, n2) Æ (0,0) des niveaux 
excités sont toutes dégénérées : 


e si n1 + n2 = 2k,k € N, l'énergie propre Eh, n, est dégénérée 2k + 1 
fois et associée à l’état propre [®x%) et aux 2k états propres 


lto) +  |P20)), ltra) + |2k-1,1)), seoj 


1 
—=(|Dx 1,641) E Pkk) 


V2 


e si ni +nz=2k+1,k €N, l'énergie propre Eny na est dégénérée 2k +2 


1 
fois et associée aux 2k + 2 états propres a Pot) E |D2x+1,0)), 


la) T E glee) + (Gpyan)). 
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Retenir les vecteurs propres |®) de P, tels que P.]®) = —]|®) revient à 
ne conserver que les vecteurs propres de P, associés à la valeur propre 
—1 : cela exclut les vecteurs |®,, na) avec nı = n2 ainsi que les vecteurs 


1 


—=(|Pu, na) + |Pnom)), puisqu'ils sont associés à la valeur propre +1, et 


V2 


il ne reste donc que les vecteurs 


v2 


1 
((Eni n2) T [Enan avec nı F n2. Le 


spectre de H est donc le même que précédemment privé de l'énergie propre 


hw, et est donc constitué des énergies propres 


Enina = (nı + n2 + 1)fiw avec (n1,n2) € N? — {(0,0)} 


Le degré de dégénérescence de ces énergies propres n’est donc plus le même : 


..3 


e si mı + n2 = 2k,k € N, l'énergie propre Enina est maintenant 
dégénérée k fois car elle n’est plus associée qu'aux k états propres 
1 l 
go =  |P20)), JS UPiar 1) =  |D2x 11), 


UP 4) — | 441,61); 


ssi n + n2 = 2k +1,k € N, l'énergie propre E»,n, est main- 
tenant dégénérée k + 1 fois car elle n’est plus associée qu'aux k + 1 


1 


: 1 
états propres 75 Po) — |D2r+1,0)), gllt) — |Dogi}), .…. 


lren) — 1Px41x)). 


7 


Cet exercice, qui est basé sur la symétrie de la fonction d’onde et l’indiscernabilité, 
montre que l’« équation d’indiscernabilité » (l’étude de la symétrie de la fonction 
d'onde par rapport aux permutations) constitue un autre outil analytique à utiliser 
en plus de l’équation de Schrödinger lorsqu'on étudie les fonctions d’onde et leur 


évolution. 


5.6 Oscillateur harmonique chargé dans un champ 


électrique variable 


Enoncé. 
Un oscillateur harmonique à une dimension est constitué par une particule de 


masse m, de charge q et d'énergie potentielle V (X) = sr" A? ; on suppose 


dans cet exercice que la particule est plongée dans un champ électrique £ (t) 
parallèle à Ox et dépendant du temps, de sorte qu’il faut ajouter à V(X) 
l'énergie potentielle : 

W(t) = -q£ (t)X 
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a. Écrire l’hamiltonien H(t) de la particule en fonction des opérateurs a 
et at. Calculer les commutateurs de a et de at avec H(t). 


b. Soit a(t) le nombre défini par : 


a(t) = ((#)l a lp(t)) 


où |y(t)) est le vecteur d'état normé de la particule étudiée. Déduire 
des résultats de la question précédente que a(t) satisfait l'équation 
différentielle : 


L alt) = —iwa(t) + iX(6) 


où A(t) est défini par : 


Intégrer cette équation différentielle. Quelles sont à l'instant t les 
valeurs moyennes de la position et de l’impulsion de la particule ? 


c. Le ket |p(t)) est défini par 


le) = [a — a(t)] VE) 


où a(t) a la valeur calculée en b. En utilisant les résultats des questions 
a et b, montrer que l’évolution de [y(t)) est donnée par : 


d 
ihg V ©) = E0) + hul lo (6)) 
Comment varie la norme de |p(t)} en fonction du temps ? 


d. On suppose que [#(0)) est vecteur propre de a avec la valeur propre 
a(0) ; montrer que |Y(t)} est également vecteur propre de a, avec une 
valeur propre que l’on calculera. 


En déduire, en fonction de a(0), la valeur moyenne à l'instant t de 
l’hamiltonien non perturbé Ho = H(t) — W(t). Donner les écarts 
quadratiques moyens AX, AP et AH ; comment varient-ils en fonc- 
tion du temps ? 


e. On suppose qu’à l'instant t = 0, loscillateur est dans l’état fonda- 
mental |po)}. Le champ électrique agit entre les instants 0 et T, puis 
s’annule. Quelle est, lorsque t > T, l’évolution des valeurs moyennes 
(X) (t) et (P) (t) ? Application : on suppose qu’entre les instants 0 
et T, le champ &(t) est donné par £ (t) = écos(w't) ; discuter en 
fonction de Aw = w’ — w les phénomènes observés (résonance). Si, à 
l'instant t > T, on mesure l'énergie, quels résultats peut-on trouver, et 
avec quelles probabilités ? 
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Commentaires. 


Il est recommandé de lire le Complément Gy consacré aux états cohérents 
« quasi classiques » avant de traiter cet exercice. On montre dans ce com- 
plément que de tels états décrivent naturellement le comportement, en par- 
ticulier les oscillations, d’une particule dans un potentiel harmonique en 
l’absence de champ électrique. La description repose sur l’étude de (X) (t) 
et (P) (t). On montre que le mouvement quantique est très similaire à celui 
d’un oscillateur harmonique classique. L’idée de cet exercice est de com- 
prendre comment ce comportement « quasi classique » est affecté lorsqu'on 
considère un oscillateur harmonique chargé soumis à un champ électrique. 
Une perturbation dépendant du temps d’un potentiel harmonique intervient 
dans cet exercice. La perturbation se produit lorsqu'on place une particule 
chargée dans un champ électrique. 


Corrigé. 
Un oscillateur harmonique à une dimension est constitué par une particule de masse 
SZ n a $ 7\ 2 9 
m, de charge q et d'énergie potentielle V(X) = zmo X" ; on suppose dans cet 
exercice que la particule est plongée dans un champ électrique € (t) parallèle à Ox 
et dépendant du temps, de sorte qu’il faut ajouter à V(X) l'énergie potentielle : 
W(t) = -qé(t)X 
a. Ecrire l’hamiltonien H(t) de la particule en fonction des opérateurs a et a". 
Calculer les commutateurs de a et de aï avec H(t). 


L’hamiltonien H(t) a pour expression : 


P? E ass 
HE) = z VÆ WA = g ta — q6 (t)X 


On a de plus 


MAg =P) x = 1 a + a 


AT 


d’où : 


soit 


268 Corrigés des exercices de Mécanique quantique, tome I 


H(t) = ÆQN+ 1) — q4/ ella + ai) 


du fait que ata = N et que [a, aï] = 1. On a ensuite : 


[a, HO] = hwla, N] — ay 6 (bla a! 
af, H(OÏ = hulat, N) — ay zelat, a] 


On peut retrouver très facilement les résultats 


et 


la, N] |n) = (aN — Na) jn) = na|n)— vVnN jn — 1) 
= pip- j=- 
et 
lat, N]|n) = (aN — Nat) |n) = nat |n) -vn +IN |n +1) 
= nyn+l1l|n+1)-(n+1)vn+1jn+1)=-vn+1jn+1) 
= am) 


d’où [a, N] = a et [aï, N] = —at. On en déduit : 


la, H(t)] = wa — q et 
et 
h 
lat, H(t)] = -ħwat + q AU) 


b. Soit a(t) le nombre défini par : 


a(t) = (d(#)| a Y(t) 
où |Y(t)) est le vecteur d’état normé de la particule étudiée. Déduire des 
résultats de la question précédente que a(t) satisfait l'équation différentielle : 


d ; ; 
a) = —iwa(t) +iA(t) 


où A(t) est défini par : 
q 
At) = ———=—— E (t 
GE aa 
Intégrer cette équation différentielle. Quelles sont à l’instant t les valeurs 
moyennes de la position et de l'impulsion de la particule ? 
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On a, d’après la relation (D-27) du Chapitre III et d’après les résultats de la 
question précédente, comme dans les exercices précédents : 


BOL E O) fa, HOO) = ne (De DOTE 0 


du fait que le vecteur d’état |Y(t)) est normé, soit 


E(t) = —iwa(t) +iA(t) 


en posant |A(t) = == (t) |. Résolvons cette équation différentielle. 
mi 


L'équation homogène associée admet pour solutions les fonctions a(t) de la 
forme a(t) = ave “*!. En utilisant la méthode de variation de la constante 


et en posant a(t) = ao(t)e™™*, on a : 
Ets = EA (tje ™t — jwan(t}e ™ = —iwap(t}e ™ +iA(t) 
dt dt? res ji | 


d š iw 
a 00() =i 
et, par intégration : 
t 
ao(t) = ao (0) + J) Alr)e™Tdr 
0 


On a donc au final 


t 
alt) = a(0)e-ivt + i f aje rdr 
0 


ao(0) ayant été remplacé par a(0) afin d’avoir a(t) = a(0) lorsque t = 0, et 
l’on peut en déduire : 


CE = BOXE) = yY (bla + a ut) = à (at) + 0° (0) 


2muw | 
soit 
et 
(PO = WOP) = i TE (lat — alya) = iy Ta) — ali) 


i t 
Sd p [roe -ae m -if (r) Ciné + en] az 
0 


soit 
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2mhuw Hnfa(o)e-* +j A(T) cos[w(t — r)]dr 


On peut remarquer que ces deux expressions permettent de retrouver les rela- 
tions (93) du Complément Gy dans le cas où le champ électrique £ (t) est nul 
(c’est-à-dire quand A(t) = 0) à tout instant t. Le second terme de ces expres- 
sions, non nul lorsque A(t) Æ 0, est responsable de la différence de comporte- 
ment par rapport au cas en champ nul. Il représente une « dérive » progressive 
de la particule au cours du temps due au champ électrique. D’intégrale de ce 
terme provient du fait que le champ électrique dépend du temps et que la per- 
turbation globale est la somme des perturbations occasionnées par le champ 
électrique au cours du temps. Ce mouvement est similaire à la « dérive » 
d’une particule classique chargée placée dans un champ électrique qui est 
provoquée par la force électrique de Lorentz. 


. Le ket |p(t)) est défini par 


let) = la — a0] V) 


où q(t) a la valeur calculée en b. En utilisant les résultats des questions a et 
b, montrer que l’évolution de |p(t)} est donnée par : 


ni lolt) = [H (E) + hw lolt) 


Comment varie la norme de |p(t)}) en fonction du temps ? 


En dérivant l'expression |y(t)}) = [a — a(t)] |y(t)} par rapport au temps, on 
obtient : 


ng lpt) = la- aire Wt) -iñ ($0) y) 


Or ing lY(t)) = H(t)|y(t)) d’après équation de Schrödinger et 


d 
dt 


d’après les résultats de la question b, d’où : 


a(t) = —iwa(t) +iA(t) 


in l(t) = la — a(t)]H (+) VE) — ih(—iwa(t) + iA) yE) 


Or d’après les résultats de la question a, 
h 

H(t)] = ħwa — q| — E(t) = hwa — ħA(t 

la, H(t)] = Rwa — q dns (t) = fiwa — ħA(t) 


in le) = Ha — alt) yt) + (hwa — RAH) (6) — walt) — AAH) WC) 
H(t)la — a(t)]|#(t)) + hwfa — a(t)] W) 


d’où 


soit 
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in © lolt) = [H E) + hu] lolt) 


On en déduit donc : 


d Î 
GG = le) | = = (GG) HE + hw lolt) 
dt ih 
En prenant la conjuguée hermitique de la relation précédente, on obtient : 
ME. 
ile POl = E EE) + Ro] 


dont on déduit 


On a döne: 


eoo) = (F eol) ro + eo (Fo) =0 


et la norme de |y(t)} est donc constante au cours du temps. 


d. On suppose que |[#(0)) est vecteur propre de a avec la valeur propre a(0) ; 

montrer que |Y(t)) est également vecteur propre de a, avec une valeur propre 
que l’on calculera. 
En déduire, en fonction de «(0), la valeur moyenne à l'instant t de 
l’hamiltonien non perturbé Ho = H(t) — W(t). Donner les écarts quadra- 
tiques moyens AX, AP et AH, ; comment varient-ils en fonction du temps ? 
|y(0)} est vecteur propre de a et donc un état cohérent, aussi appelé état 
quasi classique (voir Complément Gy). On a par définition : 


l2(0)) = [a — a(0)]1#(0)) = [a(0) — a(0)] |Y (0)) = 0 


Or nous avons montré à la question c que la norme de [w(t)) est constante 
au cours du temps. Comme |w(0)) = 0, la norme de |p(t)} est toujours nulle 
au cours du temps et l’on a donc : 


let) = la — aH] lV) = 0 Sa lv) = at) YE) 


et [Y(t)) est donc également vecteur propre de a avec la valeur propre a(t). 
Cela signifie qu’un état initialement cohérent demeure cohérent au cours du 
temps. Ce résultat était déjà souligné dans le Complément Gy pour un sys- 
tème en champ nul. Nous montrons donc ici que ce résultat demeure valide 
en présence d’un champ électrique. Il souligne également pourquoi il est facile 
de produire expérimentalement des états cohérents, du fait qu’ils ne sont pas 
facilement détruits par leur environnement. En ce qui concerne l’hamiltonien : 


(Ho) (#) = (Y) Ho l(t) = (LG) HE) — W(E) lyt) = = (4C) (2ata + 1) lV) 
(oa + 5) ħw= Co + 5) ħw 


272 


Corrigés des exercices de Mécanique quantique, tome I 


d’après les résultats de la question a. Or on a, d’après les résultats de la 
question b : 


t t 
a(t) = ae “t +if Oa = (ao +if xnerar) et 
0 0 
d’où : 
? =  a*(t)a sla —i re Tdr a i ' Tje“ Tdr 
WO = a a ( (0) Î A(T) d st (0) + Í A(T) ar) 


No " 24; ü zia" TL aloe *Tlar k tjet dr j y ere! at 
= Ja(o)| f ao (0) (0) lar+ f ao ar f a’) d 


t t 2 
= j|æ(0)|[? + X(r)Imla(0)e ““*7]ar | A(r)et Tdr 
læ(0)| 2f (T)Imla(0) Jdr + 1 (T) 


et l’on a donc au final : 


On obtient, de la même manière : 


(O = TE WO Cata + 1) W0) 
m ʻi A EET EET 


= (UOP (WE aat E) + 4al) + DE 


4 
= (Halt + 8HP + DE 


du fait que [a,at] = 1. On en déduit donc : 


AHo = V(H8)(t)— (Ho) (t) 


= alto + ste + DE - [CO P 3 nol 


= h. (4ļa(t)|t + 8la(t)|? + 1) — (2la(t)P + 1)? 


soit 
AH = ja(t)|ñw 


Ces résultats sont à comparer à ceux du cas en champ nul du Complément 
Gv et en particulier aux relations (51) et (52). Les résultats sont quasiment 
identiques, il existe juste une dépendance temporelle dans ce cas. Les conclu- 
sions sont donc elles aussi similaires, à savoir que l'énergie de l’état cohérent 
est très bien définie du fait que son incertitude relative est très faible. On 


Corrigés des exercices du Chapitre V 273 


constate donc que cette conclusion demeure valable lorsque l’état évolue au 
cours du temps et en présence d’un champ électrique. On a de plus : 


h 


(XPO = Š WO (a+ ah? W) = LÉ Wla? + a? + 2ata +10) 
= eA) +a?) + alt) 

(A = -TE Oa- a) E) = -T Eat? a? — ata 1O) 
= -TE a(t) +a t) — at)? — 1) 


et l’on en déduit donc : 


AX = yX) O- PA 


AP = 


soit 


On constate ainsi que AH, varie au cours du temps proportionnellement à 
la(t)| alors que AX et AP ne dépendent pas du temps et vérifient en outre 


AX AP = zi d’autres termes, le paquet d’ondes reste toujours un paquet 


d’ondes minimum. Ces résultats sont une fois de plus identiques à ceux du 
cas en champ nul du Complément Gy, et en particulier aux relations (58) 
et (59). Les conclusions sont donc les mêmes, à savoir que le paquet d’ondes 
d’un état cohérent ne s'étale pas et reste toujours minimum, même lorsqu'il 
évolue au cours du temps. Ce n’est pas surprenant puisque nous avons montré 
qu’un état cohérent reste cohérent au cours du temps. 


e. On suppose qu’à l'instant t = 0, l’oscillateur est dans l’état fondamental |o). 
Le champ électrique agit entre les instants 0 et T, puis s’annule. Quelle est, 
lorsque t > T, l’évolution des valeurs moyennes (X) (t) et (P) (t) ? Appli- 
cation : on suppose qu'entre les instants 0 et T, le champ &#(t) est donné 
par &(t) = é cos(w't) ; discuter en fonction de Aw = w’ — w les phénomènes 
observés (résonance). Si, à l'instant t > T', on mesure l’énergie, quels résultats 
peut-on trouver, et avec quelles probabilités ? 
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Commençons par nous imaginer l’analogue classique de ce problème : une 
particule chargée dans un puits harmonique. Si l’on applique un champ élec- 
trique périodique, la particule, initialement située au fond du puits, son état 
d'équilibre stable, « suit » le champ électrique et commence à se déplacer 
dans le puits. Une fois le champ électrique annulé, la particule a gagné de 
l'énergie grâce au champ et continue à osciller dans le puits. Le mouvement 
est périodique et sans fin du fait qu'aucune dissipation n’est considérée dans 
le système. En faisant la moyenne sur les oscillations, les valeurs moyennes 
(X) (t) et (P) (t) de la particule classique sont toutes les deux constantes, et 
la valeur moyenne de la position est en particulier nulle. Considérons main- 
tenant le cas quantique. On a par hypothèse [Y(0)) = |40) et l’on peut donc 
en déduire : 


a(0) = (Y(0)| a |4(0)) = (ol also) = 0 


du fait que a |y0) = 0. On a donc, d’après les résultats de la question b, pour 
t>T: 


VZ [i Mosnwt- rar E f" eisino- rar 


jeh EE Pe TG 


du fait que & (r) # 0 pour 7 € [0,T] et £(T) = 0 pour T > T, et les valeurs 
moyennes (X) (t) et (P) (t) n’évoluent donc plus après annulation du champ 
électrique, comme dans le cas classique. 

Si l’on suppose maintenant que Vt € [0, T], &(t) = 60 cos(w't), les expressions 
précédentes deviennent : 


T 
(OG = af cos(w'T) sin[jw(T — T)]dr 
= d K si E AEE RS EN 
= | (sinfw(T — 7) + wT] + sin[w(T — T) — w'r])dr 


= a. é f (sin[jwT + Awr] + sin[wT — (w + w’)r])dr 


: pa [= WT +A^wr]  cos[wT' — (w + 22 ni 
a 


2mw Aw w + w! =i 
E géo /cos(w'T)-— cos(wT)  cos(w/T') — en) 
2mw Aw w + w’ 
géo 
= ET, (cos(w'T) — cos(wT)) 
2q60 . luta T . AwT _ gaT  . (w+w')T . AuwT 


mlw + w')Aw ji 2 2 mlw +w’) j 2 
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T4 D a FA sing 
à ? " = L CL x 


du fait que cosp — cosq = —2 sin 2 a 
représente la fonction sinus cardinal, et 


m 
(P) Œ) = 46 f cos(w'7) cos[w(T — r)jdr 
= 20 ar (cos[w(T — T) + w'T] + cos[w(T — T) — w'r] jdr 


= r 1 (cos[wT + Awr] + cos[wT — (w + w')r])dr 


géo + Awr] _ sin[wT — (w+ i 


2 Aw w + w! 
_ géo fsin(w'T) — sin(wT)  —sin(w’T) — nor )\ 
2. Aw wta 
qé 
= poyas U SWT) -wsin(ur)) 
On observera donc un phénomène de résonance lorsque Aw = 0 & w' = w, 
avec 
qT . (ww) T. AwT  qéT . , 
Xy = —— sin ——— since — = E N 
(X) (4) Do 7 “in A sin(wT) 
qé 


(P)(0 


ri (w' sin(w'T) — wsin(wT)) = m sin(wT) 

Dans le cas classique, la condition w’ = w résulte également en un phénomène 
de résonance et en un mouvement de forte amplitude de la particule à 
Tintérieur du puits. Dans le cas quantique, il est clair que (X) (t) et (P) (t) 
atteignent des valeurs maximales pour Aw = 0, tous les autres paramètres 
étant fixés. Ce résultat peut également être interprété comme un mouvement 
de forte amplitude. À un instant t > T, on a £ (t) = 0 et donc H(t) = Ho : 
les états propres et énergies propies sont donc ceux de l’hamiltonien non per- 
turbé. La probabilité pour qu’une mesure de l’énergie donne alors le résultat 
Ey = C + 5) ħw vaut, par définition, |(w,|#(t))[?. Or si l’on décompose 


l’état |y(T)} sur la base des états propres |A), on a : 
= Dan hpn) > WE) = D amen ou) 
n’ n’ 


et l’on en déduit donc 


nl) = lan EDA] = Jan? = on (D))P 


Le résultat d’une mesure de l'énergie à un instant t > T ne dépend donc que 
de l’état du système à l'instant T, |Y(T)). Or nous avons montré précédem- 
ment que a(0) = 0 compte tenu de l’état initial du système : on a donc 


a|po) = 0 = a(0) |yo) 
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et |#(0)) = [40) est donc vecteur propre de a avec la valeur propre a(0). On 
peut donc en déduire, d’après les résultats de la question d, que |[Y(T')) est 
également vecteur propre de a avec la valeur propre a(T'), et l’on a donc : 


al(T)) =a) VT) + a) an ln) = ET (On) 
& Lenen) 1) = a(T ) D an lpn) 


dont on peut tirer la relation de récurrence 


a(T) 
Vn+T 


et donc les coefficients du développement de |Y(T)) sur la base des états 
propres |Yn) : 


dnsiva le Te, du = 


an 


CE D) 
An — Joal ao 
On a donc : 
= ao De D lon) 
avec 


Ja(T)f" a(T)? _ja(T) 2 
> lan? = lS -——= PA LE renser hr 
afin que |Y(T)) soit normé, en choisissant ao réel et positif, et donc : 
AT 
T)) = ete ST Es 
ie a va lpn) 


La probabilité pour qu’une mesure de l'énergie donne le résultat 


1 
Es = (r + 5) hw vaut donc 


2 la(r)P" 


Realit = Ken) P = jan? = el) 


n! 


avec 


les expressions de (X) (t) et (P) (t) étant celles calculées précédemment. Ces 
résultats quantiques sont une fois de plus directement comparables à ceux 
du cas classique. La particule classique se trouvait initialement au fond du 
puits, mais elle peut atteindre des positions plus élevées dans le puits grâce au 
champ électrique et continue à osciller après que le champ s’est annulé. Cela 
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est très similaire au cas quantique : la particule part de l’état fondamental 
(le fond du puits) mais peut atteindre des niveaux d'énergie plus élevée grâce 
au champ, même après que le champ s’est annulé. Le système part d’un 
état cohérent et reste donc dans un état cohérent pendant toute la durée du 
mouvement. 


5.7 Un opérateur de type Fourier appliqué à un 


oscillateur harmonique à une dimension 


Enoncé. 


On considère un oscillateur harmonique à une dimension, d’hamiltonien H 
et d'états stationnaires |A) : 


H lon) = (n+3) no les) 


L'opérateur U(k) est défini par : 


U(k) = ex 


où k est réel. 


a. 


U(k) est-il unitaire ? Montrer que ses éléments de matrice vérifient, 
quel que soit n: 


Y nl Ul) low) P = 1 


Exprimer U(k) en fonction des opérateurs a et at. Utiliser la formule 
de Glauber [relation (63) du Complément Br] pour mettre U (k) sous 
forme d’un produit d'opérateurs exponentiels. 


Établir les relations : 


ee |po) — |0) 
mlo lo) = À 


où À est un paramètre complexe quelconque. 


En déduire l'expression, en fonction de Ex = h?k?/2m et Eu = hw, de 
l'élément de matrice : 


(pol U(K) [on ) 


Que se produit-il lorsque k tend vers zéro ? Pouvait-on prévoir directe- 
ment ce résultat ? 
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Commentaires. 


L'opérateur U(k) = eX est une exponentielle de matrice, définie mathé- 
matiquement par une série entière. Nous le manipulerons néanmoins assez | 
naturellement pour ne pas compliquer le raisonnement. Il est cependant 
nécessaire d’avoir recours à la définition pour vérifier une propriété don- 
née. L'opérateur ressemble enfin au coefficient d’une transformée de Fourier 
spatiale, d’où le titre de cet exercice. | 


On considère un oscillateur harmonique à une dimension, d’hamiltonien H et 
d'états stationnaires |) : 


1 
H hon) = (n+ Z ) hole) 
L'opérateur U (k) est défini par : 
U(k) = e*™** 
où k est réel. 


a. U(k) est-il unitaire ? Montrer que ses éléments de matrice vérifient, quel que 
soit n: 


Ona: P | | 
UTKU (k) = er eifX 2 eiEX QiEX 2] 


et, de la même manière 
U(k)U*(k) m EXT EX EX E 
du fait que X est hermitique et donc Xt = X. On a donc 
UHU = U(k)UT(k) = 1 
et U(k) est unitaire. On peut ainsi en déduire : 


D Lea U(R) (par) PF = D (al U(E) lon) (pwl UTE) lpn)) 


n' 


= (PnlU(k) >. (lpn) (Prl) U (k) lPn) 


= (nl U(K)UŸ(k) pn) = (Pnlpn) = 1 


en appliquant la relation de fermeture, et l’on a donc bien 
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» (Pnl U(E) lpn)? =1 


b. Exprimer U(k) en fonction des opérateurs a et aï. Utiliser la formule de 
Glauber [relation (63) du Complément Br] pour mettre U(k) sous forme 
d’un produit d'opérateurs exponentiels. 


On a : 
il ( MW y si 1 P) 
a = — i—— 
2 h V mħw = x = (a Ea a) 
1 mu . À V 2 
at = — —xX -i P 
y2 h Vmhuw 
et donc 
U(k) = etk X = etv i (a+at) 
Du fait que [a,aï] = 1, a et at commutent avec leur commutateur et 
l'application de la formule de Glauber (efe? = e^tBe3l4,B]) en posant 


A=ik4/ a et B = ik4j à at donne donc : 
2mw 2Mw 


U(k) = ekv zolata) _ = ekv mo a oiky Fa ne 


ou encore 


U(k) = eikV zag (aï+a) — eV ao! re ae p 


en inversant A et B. 


c. Établir les relations : 


eò |po) = |) 
A” 


Aat o 
(pnl e |o) = ni 


où À est un paramètre complexe quelconque. 


On a d’une part : 


e*l) = D € | lyo) = ED _ r) lpo) = |p0) 


n=0 


du fait que Yn € N*, a” |po)} = 0. D’autre part : 
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DU n 
= T T À OS RE 


+00 x ae | +66 


(Pnl e>" |p0) = (pnl z a 


w= 


du fait que {yy pn) = fan 


. En déduire l'expression, en fonction de Ep = h?k?/2m et Ey = hw, de 


Pélément de matrice : 
(pol U (k) Pn) 


Que se produit-il lorsque k tend vers zéro ? Pouvait-on prévoir directement 
ce résultat ? 


On a, d’après les résultats de la question b : 


ñk? 


ik h at i hog 
(pol U (k) |Pn) = (pol eV mat eV mute imo pn) 


ial h | Ak? | TAk? E Er + hk? _ Ep 
2mw  V92mw \V2mħw VE, Amw  2E, 


-LEk alkal gl Eg 
(pol U (k) |pn) = e 7e (pole VE" eV Eo" lon) 


Or 


d’où 


La première relation obtenue à la question d, 


Sa 


pri lpo) = |po) & (vole = (ol 


donne : 
mr TEE 
(pol U (k) lon) = e73 Fe (pol eV lon) 
et la seconde relation obtenue à la question d, 


AA An 


Aat A” Aa àa 
n|e = —— È n) = — € pi = = 
(Pnl lo) Ps (ol (Pn) F (pol (Pn) pi 


permet enfin d'obtenir : 


(pol U(k) lon) = 


Lorsque k — 0, Ex — 0 et donc 


I Si n=0 
(yol U (k) ln) 21 0 si n0 


On pouvait prévoir directement ce résultat du fait que, lorsque k — 0, 
U(k) = eX — 1 et donc (pol U(k) |Pn) — (polPn) = don- 
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5.8 L'opérateur d’évolution temporelle appliqué à 
un oscillateur harmonique à une dimension 


Enoncé. 


L'opérateur d'évolution U(t,0) d’un oscillateur harmonique à une dimension 
s'écrit : | 

U(t, 0) = eith 
avec : 


1 
H = ħw (a'a + 5) 
a. On considère les opérateurs : 


alt) = U+ (t, 0)JaU (t, 0) 

a(t) = Ut (t, 0)atU (t, 0) 

En calculant leur action sur les kets propres |n) de H, trouver 
l'expression de ä(t) et ãt (t) en fonction de a et a. 


b. Calculer les opérateurs X(t) et P(t) obtenus à partir de X et P par la 
transformation unitaire : 


Comment s’interprètent les relations ainsi obtenues ? 


T 
c. Montrer que Ut (=, 0) |x) est vecteur propre de P avec une valeur 
w 


T 
propre que l’on précisera ; établir de même que Ut (=0) |p) est 
w 
vecteur propre de X. 
d. À l'instant t = 0, la fonction d'onde de loscillateur est y(x, 0). 
Comment peut-on obtenir, à partir de #(x,0), la fonction d’onde de 


loscillateur à tous les instants ultérieurs tg = qr /2w (où q est un entier 
positif) ? 


e. On prend pour #(x,0) la fonction d’onde yn(x) associée à un état 
stationnaire. Déduire de la question précédente la relation qui doit 
exister entre w,(x) et sa transformée de Fourier Y, (p). 


f. Décrire qualitativement l’évolution de la fonction d’onde dans les cas 
suivants : 


(i) y(x, 0) = et? où k, réel, est donné. 


(ii) y(x, 0) = e-PEl où p est réel et positif. 
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1 a 
(iii) d(x,0) = 4 Va 2 


0 partout ailleurs 


: a 
si ne 


(iv) (x, 0) = e-P°# où p est réel. 


Commentaires. 


Cet exercice étudie la dynamique d’un oscillateur harmonique en utilisant 
l'opérateur d'évolution. Il existe plusieurs points communs avec un oscilla- 
teur harmonique classique, dont le comportement dans l’espace des phases. 


Corrigé. 
L'opérateur d'évolution U(t,0) d’un oscillateur harmonique à une dimension 


s'écrit : 
U(t,0) = eith 


h 1 
H = fw (aia+ 5) 


a. On considère les opérateurs : 


avec : 


alt) = UŻ (t, O)JaU (t, 0) 
ai (t) = U# (t, 0)atU (t, 0) 


En calculant leur action sur les kets propres |,) de H, trouver l'expression 
de ä(t) et &'(t) en fonction de a et a'. 


Ona: 
U(t,0) = e—iHt/h — eil N+i)ot 
et donc : 
alt) lpn) =  Uf(t,0)aU(t, 0) jpn) = e(N+S)utge i (Nta) lpn) 


= eilta)oteilNta)ota jpn) = ynei leta )oteil Nta ut 3) 

= yne`ilota)eteiln-3)et pon) = e7 t/n pn) = e tal.) 
att) lpn) = UTE, OatU(t, 0) lon) = e(N+etate-i(N+Sut on) 

= elti )oteilN+)otat jon) = nie i(r+5)ot i(N+S ut) 
Var Te etpar p) e p T i e a lon) 


Au final : 
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b. Calculer les opérateurs X (t) et P(t) obtenus à partir de X et P par la trans- 
formation unitaire : n 
X(t) = U+ (t, 0) XU (t, 0) 
P(t) = UŻ (t, 0) PU (t, 0) 


Comment s’interprètent les relations ainsi obtenues ? 


Ona: 


íl mw 1 h 
= — X HiP X= ï 
r aN ET ) por a 
1 MW P À mħw 
a Z( F À M Pi) 7 (al — a) 


et l’on peut donc en déduire, d’après les résultats de la question a : 


ñ 


aH + af (#)) 


X(© = U(t,0)XU(+,0) = TA (t,0)(a + at)U (t, 0) = 


— ñ (et p etal) pan 1 (it 4 À iwtp J ett x = Lep) 
2mw 2 mw mw 
soit 
= Po 
X(t) = X coswt + — sin wt 
MW 
et 


B) = Ut(t,0)PU(t,0) = i ute oa — a)U(t, 0) = i4/ re (at (t) — à(t)) 
i a est pz amg) = 
y > 


(imwe t X + efwip _ imwe MX pe P) 


I= 


soit 


P(t) = -mwX sin wt + P coswt 


Ces deux relations sont les équations du mouvement d’un oscillateur har- 
monique classique, les opérateurs X et P correspondant aux constantes 
d'intégration. Cela revient à dire que les opérateurs mwX (t) et P(t) tour- 
nent, dans le repère (mwX, P), à la vitesse angulaire w sous l'influence de 
l’hamiltonien H, comme illustré sur la figure 5.21. Il s’agit du même mouve- 
ment dans l’espace des phases qu’un oscillateur harmonique classique. Dans 
cet espace, U(t,0) peut être vu comme un opérateur rotation d'angle wt. 


T 
c. Montrer que Ut (Z, 0) |£) est vecteur propre de P avec une valeur propre 
w 


T 

que l’on précisera ; établir de même que U? (=, 0) |p) est vecteur propre de 
w 

As 
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es P 
Pit) 


wt 


mwX 


FIG. 5.21 — Interprétation graphique des opérateurs mwX (t) et P(t) en fonction des 
opérateurs mwX et P. 


On a, d’après les résultats de la question b : 
muwX (=) =r 
2w 
P (=) = -mwX 
2w 


Or on a, par définition : 
X(t) = UŻ (t, 0) XU (t,0) 


T 3 
et, en posant t = —, on obtient : 
2w 


LE) = E wE à rem EE 
X(=) U (0 XU (25,0) & P = mott (27,0) XU (2,0 
d'où : . r 
PU‘ (0) = mou (0) X 
2w 2w 
et l’on obtient ainsi : 


PEUT (0) |e) = muU (0) X |x} = mwzUt (0) læ} 


T 
et UT (=, 0) |x) est vecteur propre de P avec la valeur propre mwx. De la 
w 


même manière, on a, par définition : 
P(t) = U+ (t, 0) PU (t, 0) 


T š 
et, en posant t = —, on obtient : 
2w 


P(E) -o (Eo) Pu (20) à -mox =u (E0) ru (E) 
d’où : 
xut (550) = ut (55.0) P 


et l’on obtient ainsi : 
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T 
et Ut (=, 0) |p) est vecteur propre de X avec la valeur propre _ 2, Cette 
w mw 


transformation peut être interprétée en utilisant la représentation graphique 
de la figure 5.21 : le vecteur, initialement selon |p}, tourne d’un quart de tour 
dans le sens trigonométrique, passant ainsi selon — |x}. 


d. À l'instant t = 0, la fonction d'onde de l’oscillateur est #(x,0). Comment 
peut-on obtenir, à partir de #(x,0), la fonction d’onde de l’oscillateur à tous 
les instants ultérieurs tg = qr /2w (où q est un entier positif) ? 


Si la fonction d’onde #(x,0) = (x|4#(0)) est connue, on a 


Data) = (xlb(ta)) = (xl U (ta, 0) [4 (0)) 
Quatre cas peuvent ensuite se présenter : 


T 27 
a + k— et l’on se trouve dans le cas 
w 


considéré à la question c, où l’on a montré que Ut (t4, 0) |x) est vecteur 
propre de P associé à la valeur propre mwg. On a donc nécessairement 
U' (tq, 0) |£} = a |p) et la relation P |p) = p |p) implique p = mwg. On a 
donc : 


e si qg=4k+1,k €N, onat; = 


(x| U (ta, 0)U? (t4, 0) |æ) = (z|z) = a*a(p|p) = la]? (plp) 
et donc |a| = 1. On en déduit ainsi : 
p(z, ta) = (ælb(ta)) = (rl U (ta, 0) [W(0)) = (P140) = ep = mwg, 0) 


et l’on obtient donc dans ce cas y(x, tq), à un facteur de phase global 
e? près, en prenant la transformée de Fourier de #(x,0) et en posant 
p = Mur. 


3 s 
e siq = 4k+2,k eN, onaty=—+#— et donc X(t) = —X d’après 
w w 


les résultats de la question b. En adoptant un raisonnement similaire à 
celui de la question c, on a donc : 


X(t) = U (t, 0) XU (t,0) & X (t)U' (t,0) = UŸ(#,0)X 
s XU (ty 0 =-U OX 


On a donc : 
XU (tq, 0) fe) = —U (tq, 0)X |2) = -2U (tq, 0) la) 


et le vecteur U' (t4, 0) |£} est donc vecteur propre de X associé à la valeur 
propre —x, d'où Ut (tq, 0) |£) = e7% |—x). On en déduit ainsi : 


data) = (lb (ta)) = (xl U (ta, 0) [Y(0)) = (=x (0))e = e p(—x, 0) 
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et Y(x,t4) est donc, à un facteur de phase global et? près, la symétrique 
de Ÿ(x,0) par rapport à la droite x = 0. Dans la représentation 
graphique de la figure 5.21, cela correspond à une rotation d’un vecteur 
initialement selon |x} d’un demi-tour, ce qui donne un vecteur selon 
: 3T 2r z 1 
si q = 4k+3, k € N, on a tg = —+k— et donc X (t) = ——P d’après 
2w l mw 
les résultats de la question b. En adoptant un raisonnement similaire à 
celui de la question c, on a donc : 


X(t) = Ut (t, 0)XU(t,0)  XHU (t, 0) = Ut (t,0)X 
= PU’ (t0) = -muUt(t,,0)X 


On a donc : 
PU’ (ta, 0) |£} = —-muUi(t,,0)X |£} = —-mwzUT(t,, 0) |£) 


et le vecteur Ut (t4, 0) |x} est donc vecteur propre de P associé à la valeur 
propre —mwz, d'où Ut (tq, 0) |£} = e-"|-p) et p = muwx. On en déduit 
ainsi : 


Data) = (xl (éa)) = (2l U (ta, 0) (0) = (p14 (0) e” = e Y(p = -mwx, 0) 


et l’on obtient donc dans ce cas Ÿ(x,t,), à un facteur de phase global 
et? près, en prenant la transformée de Fourier de #(x,0) et en posant 
p = —muwx. Dans la représentation graphique de la figure 5.21, cela 
correspond à la rotation d’un vecteur initialement selon |x} de trois 
quarts de tour dans le sens trigonométrique, ce qui donne un vecteur 
selon — |p). 


2 27 ” 
enfin, sig=4k,keN,onat; = = + kZ et donc X (ta) = X d’après 
i T 


les résultats de la question b. En adoptant un raisonnement similaire à 
celui de la question c, on a donc : 


X(t) = Ut (t, 0) XU (t,0) & X (t)UŻ (t, 0) = Ut (t, 0)X => XUŤ (ta, 0) = UŻ (ta, 0)X 
On a donc : 
XU’ (ta O le) = U ta OX |x) = 2U’ (ta 0) [x) 


et le vecteur U (t4, 0) |£) est donc vecteur propre de X associé à la valeur 
propre x, d'où U (tq, 0) |x} = e7™*? |x). On en déduit ainsi : 


data) = (alb(tg)) = (rl U (ta, 0) #(0)) = (214 (0))e = e Y(x,0) 


et y(x, tq) est donc, à un facteur de phase global et? près, égale à y(x, 0). 
Dans la représentation graphique de la figure 5.21, cela correspond à la 
rotation d’un vecteur initialement selon |x) d’un tour, ce qui donne un 
vecteur encore selon |z). 
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On a donc, en résumé : 


e. On prend pour 4#(x,0) la fonction d’onde w,(x) associée à un état station- 
naire. Déduire de la question précédente la relation qui doit exister entre 
Pn(x) et sa transformée de Fourier P, (p). 


Si d(x,0) = wA(x), on a [Y(0)) = |A) et donc directement : 


blz, t) = (eho(E)) = (elb(D))e Ent = pn(ajer (that 


On en déduit donc, pour t = tọ = a è 
w 


(as ta) = pn(æ)er (r+2)er/2 
et l’on a alors, pour q = 4k+1,kEe N: 
Da ta) = pn(nje tikt) = e on (x) = epa (p = mwg, 0) 


d’après les résultats de la question d. On a de la même manière, pour 
g=4k+58,keN: 


date) = pn (z) CORTE) Lei pn (x) = ep, (p = mur, 0) 


d’après les résultats de la question d. On peut donc en déduire qu’on doit 
avoir la relation : 


ler (x)| = [Pn (p)| 


f. Décrire qualitativement l’évolution de la fonction d’onde dans les cas 
suivants : 


(i) D(x,0) = et? où k, réel, est donné. 
On peut étudier l’évolution de la densité de probabilité 
p(x,t) = [p(x,t)}? afin de s'affranchir des facteurs de phase. # 
est une onde plane dans ce premier cas. On obtient ainsi, d’après les 
résultats de la question d : 
e siq = 4k,k E€ N 
at= pit, 0) = 1 
ce qui est normal du fait que la fonction d’onde, qui est ici une onde 


plane, n’est pas normalisable. Le fait que p(x,t,) = 1 pour tout x 
signifie que la particule est délocalisée dans tout l’espace. 
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e siq=4k+1,keN 


p(z, ta) = [Yp = mwg, 0)|? 
Ona: 
= Z 1 i eT | FT HS et 
Y(p,0) = =). (x, 0)e de = = p mig dg 
— am eik-p)z/ hgy 
Orona 


+00 
J ethk-p)e/Aqdg = 2rħô(ħk — p) 


d’après la relation (34) de l’Appendice II, et donc 
Pp, 0) = V2rhò(ħk — p) 
On en déduit ainsi : 
p(z, ta) = 2rħ|ô (fk — mwx)|? = 2rh0°?(hk — mur) 


Cette équation implique que la particule est localisée en x = —. 


mw 
ə» siq=4k+2,keN 
p(z, tq) = p( x,0) _ p(x, 0) =1 
La particule est de nouveau délocalisée. 
e siq=4k+3,keN 
p(z, ta) = [Y(p = -mwz, 0)|? = 2rħ|ô(kħ + mwx)|? = 2rh8? (kħ + mwr) 


kħ 
La particule est de nouveau localisée, cette fois-ci en x = — —. 
Mw 


La particule ne sera donc pas localisée aux instants t4% et t4k+2, mais 
kh 


elle sera localisée en x = — aux instants t4ķ+1 et en x = ——— aux 
mw mw 
instants t4k+3.- 

p(x, 0) = e™”l?l où p est réel et positif. 

Cette fonction d’onde est paire, centrée en x = 0 et de largeur carac- 


1 
téristique — (voir figure 5.22). Commençons par normaliser y(x, 0) et 


posons Ÿ(x,0) = Ce-’l*l ; 


+00 0 +00 
J yiz 0) Pdr = 1 & |C] (/ ePdx +] 2) = 
—o0 — 00 0 


2px 10 e2Pz +00 
“ie Et 2 
| 2P | os 2P Jo 
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On a donc #(x,0) = \/pe-’l*l en posant y = 0 pour que C soit réel et 
positif. On peut étudier, une fois de plus, l’évolution de la densité de 
probabilité p(x, t) = |Y(x,t)[? afin de s’affranchir des facteurs de phase. 
On a ainsi, d’après les résultats de la question d : 


esiq=4k,keN 
p(z, ta) = p(x,0) = per ?l#l 
esig=4k+1,kenN 


plz, ta) = [Pip = mwz, 0)? 


0 +00 
(/ ete rz/hqr +f Las à 
27h = 0 
p [Tee-ise]? e—(etip/h)x 7 +0 

V 2mh | p-ik |+ F p+if | 
E p 1 n 1 __ J2 1 
OV2ralo-il p+il) Th p2? + 2a 
_ PPP 1 
Enn pP + pR 


On en déduit ainsi : 


pe il 
n (mwr? + ph)? 


Heis 
esig=4k+2,keN 
plz, ta) = p(-x,0) = p(x, 0) = pell 
e siq=4k+3,k €N 
_ 2p°h° 1 


| Le a 
Alita) = [pp = —mwx, 0)| + (m2w2x2 + p2h2)? 


Ces résultats sont résumés sur la figure 5.22 pour p(x, tar) et p(x, tax+2), 
et sur la figure 5.23 pour p(x,tax+1) et p(x,tax+3). On peut remarquer 
que px, tax) = p(a,taxr2) et p(z, tak+1) = p(z, t4k+3). La densité de 
probabilité oscille donc entre ces deux courbes avec une fréquence = 
La fonction d’onde reste dans ce cas relativement la même au cours du 
temps, elle s'élargit et se contracte simplement périodiquement. 


(iii) p(x,0) = 4 Va DE 2 


0 partout ailleurs 
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plx tar) = p(x,tar+2) 


À 


FIG. 5.22 — Représentation graphique de l’évolution de la fonction d’onde 
(x, 0) = pe "fl au cours du temps pour tag et tax+2. On peut remarquer que l’échelle 
sur l’axe Oy est arbitraire tout en étant la même que sur la figure 5.23. 


PC; taxr1) = px, tak+3) 


FIG. 5.23 — Représentation graphique de l’évolution de la fonction d’onde 
(x, 0) = pe "fl au cours du temps pour tax+1 et t4k+3. On peut remarquer que l’échelle 
sur l’axe Oy est arbitraire tout en étant la même que sur la figure 5.22. 


On peut étudier, une fois de plus, l’évolution de la densité de 
probabilité p(x, t) = |d(x,t)[? afin de s’affranchir des facteurs de phase. 
Cette fonction d’onde particulière est une porte centrée en x = 0 et de 
largeur a. On a ainsi, d’après les résultats de la question d : 
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e siq =4k,k EN 


L a a 
p(z, t4) = p(x,0) = f 0 à 
| 0 partout ailleurs 
et la particule à la même probabilité de se trouver en n’importe 
quel point de l'intervalle [5 |: mais ne peut se trouver nulle 
part ailleurs. le 
sig=4k+lkenN 


p(z, ta) = ly(p = mwx, 0)|? 


Ona: 
Y(p,0) = x, 0)e 7? "de = È ire/hdy 
0 = = [T veo =] , 
7+2 j 
5 1 [he] A _ 1 h eP2/(8) g Parem 
V2rħa | ip -a v 2rhħa ip 


— 1 /2k , fpa\ _ a (=) 
= þ ain (5) = V el À 


représente la fonction sinus cardinal. On en 


N . sin x 
OÙ x + sinc q = 


mwa 
ble sine di ZE a) 
Cela signifie que la particule reste centrée en x = 0 mais peut 
s’aventurer à l'extérieur de la « boîte » initiale. 
si q =4k+2,keN 


déduit ainsi : 


l a 
pa; ta) = p(-x,0) = p(x,0) = À a 2 ST 
0 partout ailleurs 


La fonction d’onde est alors la même que dans le premier cas où 
q = 4k. 
siq =4k+3,kEeN 


= = — : 2 = paa i r a 
p(z, ta) = lb(p = -mwz, 0) = zp ( 2h :) 


La fonction d’onde est alors la même que dans le deuxième cas où 
q = 4k +1. 


Les résultats pour p(x,t,) sont résumés sur la figure 5.24 pour p(x, tar) 
et p(x,tax+2), et sur la figure 5.25 pour p(x,tax+1) et p(x, tak+3). On 
peut remarquer que p(x, tax) = p(x,tax+2) et p(x, tak+1) = p(z, tax+3). 
La densité de probabilité oscille donc entre ces deux courbes avec une 


j w 
fréquence —. 
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292 
p(x, tak) = P(T, tar+2) 
T 
a 0 a 
2 2 
FIG. 5.24 — Représentation graphique de l’évolution de la fonction d’onde 
1 a a 
= Sa iara 
p(x, 0) = ya Si 2 ” 2 au cours du temps pour tax et t4k+2- 
0 partout ailleurs 
p(T, tar+1) = p(T, tak+3) 
Re aR Sassi 
Li Li 
: I 
: 
# 
T 
a 0 a 
2 2 
FIG. 5.25 — Représentation graphique de l’évolution de la fonction d’onde 
(x, 0) = a 2 2 au cours du temps pour t4k+1 et t4k+3. 
0 partout ailleurs 


(iv) dx. 0) = € -0x où p est réel. 
La fonction d'onde #(x,0) est une gaussienne centrée en x = 0 et de 


largeur caractéristique —. Commençons par normaliser #(x,0) et posons 


p(z, 0) = Ce”? : 


+00 +00 
[7 wepia op fera = 
p 2 1/4 | 
"E NEER A (2) et? 
2p T 
2 2\ 1/4 , 
2a eP? en posant y = 0 pour que C 


On a donc #(x,0) = 
T 
soit réel et positif. On peut étudier, une fois de plus, l’évolution de la 


densité de probabilité p(x, t) = |Y (x, t)|? afin de s'affranchir des facteurs 
de phase. On a ainsi, d’après les résultats de la question d : 
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esig=4k,kenN 


2 5 
p(x, ta) = plz, 0) = ge 


e siq=4k+1,keN 
plt) = [ip = mws, 0)? 


On a, d’après la relation (50) de l’ Appendice I : 


pa dx a 
2) E e 
pv 2ħ 


1 -mua?/(20?n?) 


7 V2xph 


La fonction d’onde est toujours une gaussienne, mais a maintenant 


une largeur caractéristique Z, Cela signifie que la particule reste 
centrée en x = 0, mais que sa dispersion a changé. 
esig=4k+2,keN 


p(x, ta) = p(—x, 0) = p(x,0) = Je —2p?a 


Il s’agit de la même fonction d’onde que dans le premier cas où 
g= 4k. 
e siq =4k+3,keN 


j 1 2.2 pi 225 
(æ ta) = lY(p = -mwz, 0)|? = eT m wa? /(2p°h?) 
Il s’agit de la même fonction d'onde que dans le deuxième cas où 
x = 4k +1. 
Ces résultats sont résumés sur la figure 5.26 pour p(x, tax) et p(x, tax+2), 
et sur la figure 5.27 pour p(x, t4k+1) et p(x, tak+3). On peut remarquer 
que p(x, tak) = p(t,tax+2) et p(x, tak+1) = p(x,tax+3). La densité de 
7. 2 1 1 2 wW 
probabilité oscille donc entre ces deux courbes avec une fréquence = 


On observe en fait un comportement similaire dans les quatre exemples de cette 
question. Le cas (i) de Ponde plane est le plus extrême : la particule passe 
d’une situation où elle est délocalisée dans tout l’espace à une autre où elle est 
localisée en un point précis, et ainsi de suite. Les trois autres exemples, plus réa- 
listes, présentent également ce mouvement périodique de contraction et d’étalement 
du paquet d’ondes au cours du temps. L'évolution du paquet d’ondes peut donc être 
visualisée comme un mouvement périodique entre ces deux distributions spatiales. 
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p(z, tar) = p(T, t4k+2) 


4 
T 
0 
FIG. 5.26 — Représentation graphique de l’évolution de la fonction d’onde 
292 1/4 3 
(x, 0) = (2) e727 au cours du temps pour tax et t4k+2. 
T 


p(z, tak+1) = P(T, t4k+3) 
À 


AR 
`' 


a 
Li ` 
a ` 
Li ' 
: ` 
Li ` 
Li ' 
Li ` 
! D 
D) Q 


FIG. 5.27 — Représentation graphique de l’évolution de la fonction d’onde 


2p? Lu 2,2 
(x, 0) = (2) e? * au cours du temps pour t4k+1 et t4k+3.- 
T 


Chapitre 6 


Corrigés des exercices du Chapitre 
VI (Complément Fyr). Propriétés 
générales des moments cinétiques en 
mécanique quantique 


Le moment cinétique joue un rôle très important en mécanique classique, dans 
la description de la rotation des systèmes, par exemple. Comme indiqué dans le 
Chapitre VI, le moment cinétique est également utilisé en mécanique quantique 
où il est défini comme un opérateur. Le moment cinétique étant un opérateur, 
l’idée principale de ces exercices est, comme pour ceux des chapitres précédents, de 
déterminer les résultats de mesures et les probabilités correspondantes. 


6.1 Valeur moyenne d’un moment magnétique 
pour un état donné 


Enoncé. 


On considère un système de moment cinétique j = 1, dont l’espace des 
états admet pour base l’ensemble {|+1) ,[0) ,|—1)} des trois vecteurs propres 
communs à J? (valeur propre 2h?) et J, (valeurs propres respectives +}, 0 
et —h). L'état du système est 


fé) = a|+1) + 810) ++1-1) 


où q, B, y sont trois paramètres complexes donnés. 
a. Calculer la valeur moyenne (J) du moment cinétique en fonction de 


a, B,7. 


b. Donner, en fonction des mêmes quantités, l'expression des trois valeurs 


moyennes (J2), (J2) et (J2). 
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Commentaires. 


Cet exercice introduit ce chapitre à la perfection. L'objectif est de déterminer | 
les résultats de mesures pour un état quantique |Y} connu, en particulier ici 

la valeur moyenne de mesures. L'idée est donc de réappliquer les mêmes | 
méthodes que précédemment à des moments cinétiques, les opérateurs qui 
sont l’objet de ce chapitre. 


On considère un système de moment cinétique j = 1, dont l’espace des états admet 
pour base l’ensemble {|+1),[0),|[—1)} des trois vecteurs propres communs à J? 
(valeur propre 2h?) et J, (valeurs propres respectives +h,0 et —h). L'état du sys- 
tème est 


p) = a|+1) +810) +7|-1) 


où a, 8, y sont trois paramètres complexes donnés. 

Un tel système est caractérisé par son moment cinétique j = 1, dont les projections 
sur laxe de quantification sont +1, 0 et —1, d’où la base {]+1),[0) ,|[—1)} de 
l’espace des états. L'introduction de a, 8 et y rend ce problème général, applicable 
à n'importe quel vecteur |) dans cette base, et a, 8 et y en sont les composantes 
dans cette base. Cet exercice vise à montrer que différentes valeurs des coefficients 
conduisent à différentes valeurs moyennes individuelles pour JŽ, J2 et J?, ce qui est 
logique du fait que cela revient à calculer les valeurs moyennes dans différents états. 
La valeur moyenne (J a est néanmoins constante pour n'importe quel vecteur |y) 
dans cette base, ce qui est également logique. 


a. Calculer la valeur moyenne (J) du moment cinétique en fonction de qa, 8, 7. 


On a par définition : 


Ja = =(J} + J-) 


= N| = 


{ J4 =Js+iJy 


de = Aam dl 
he da 
=z) 
et l’action des opérateurs J}, J—, J; et J? sur les vecteurs de la base est 
connue. 
Du fait que 


J|m) = fiÿj(j +1)-m(m+l)im+1) 
LY = bit 


on en déduit donc : 


(Jz) = (Hl Je 6) = (a (+1 + 8° (0| +7" (—11) (J+ + J-) (a |+1) + 810) ++1-1)) 


= Lia (+11 + 8* (0] + +" a a + av210) + 8V21-1)) 


2 SERT E B*(a +7) + 87°) = AV2Rela* B + 2*7] 
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(dy) = (dl Jylb) = =o ee 0 SU. = fe D + l 
= Ë (a (+1 + 8* (0l ++" (—-11)(8V21+1) + yv210) — av210) — 8V21-1)) 
= A (a 8 + 8*(-a +7) — 87") = RV2Im{a*8 + B* 7] 

(J) = (| Jz lp) = (a* (+1 + 8% (0) +3 (—1)Z (a +1) + 810) +71-1)) 


= h(a*(H1] + 8* (0 +7" (—11)(@ +0) — 711) = (lal? — 7h 


et l’on a donc au final : 


V2Rela*8 + 8*7] 
(3) =h | V2Imfa*s + 6*7] 


lalt = If 


On peut remarquer que le résultat est bien réel, comme devrait l’être tout 
résultat de mesure en mécanique quantique et a fortiori la valeur moyenne 
de toute mesure. 
En ce qui concerne (J,), on peut également considérer que réaliser une mesure 
de J, sur le ket |[Ÿ) peut donner pour résultats : 

e +h avec une probabilité |a/?, 

e 0 avec une probabilité |8|?, 

e —ħ avec une probabilité |y|?, 
d’où 

(2) = +ħla|? + 018|? — flal? 
qui donne bien entendu le même résultat que précédemment. 
b. Donner, en fonction des mêmes quantités, l’expression des trois valeurs 

moyennes (J2), (J2) et (J2). 


On a, d’après les expressions rappelées à la question a : 


1 
J2 = 10% + JP + JT +7 ds) 


J2= —=(JŸ + JÈ — J} J- — J_J,) 


Orona: 


de EEA A T a a ERE 


et l’on peut donc en déduire : 


1 

= 104 + J2 +97 -27) 
1 2 

Je 104 LÉ 2420 
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Par conséquent : 


(Je) = L(a" (+1 8% (0| +9* (—11) (J3 + J2 +23? — 2J2) (œ |+1) + 810) ++|-1)) 


h2 
= a* (+11 + 8* 04y (—11) 
x ((2y + 4a — 2a) |[+1) + 46 |0) + (2a + 4y — 27) |-1)) 
52 
se a” GEL] ET 0] +4 Le t 2810) + +1) 


h2 
= Z (le +y)" +7) +288") = Z (lal? +218? + |y]? + 2Relar*]) 


= (1 + |6]? + 2Refay"]) 


(J2) = -F (er (+1 + 6° (0) +7 (il 


x (J? + J2 — 23? +292) (a |+1) + 8 |0) + 7|-1)) 


h2 
=T HA o y u) 


x ((27 — 4a + 2a) |+1) — 4810) + (2a — 4y + 27) |-1)) 


2 

= -F (a (H1 + 8" (0) +7" (1a + ») 1+1) — 2810) + (a — 7) 1-1) 
h? K 

= La)" — a") — 266°) = Ë (lal? + 2181? + A? — 2Relan")) 
52 

= Ža + 6l? — 2Refon”*]) 

(J2) = (a (H1 + 8% (O1 + y (11) 2e +1) + 810) + 71-1) 
= R2 (a* (HI + 8% (01 + 9" (11e +1) +711) = (al? + PM 


= (1 — |8? 


du fait que |a|? + |6|? + Iyl? = 1, l’état |y) étant normé. On a donc en 
résumé : 


HIB + 2Relay*]) 


1 + |8]? — 2Relay*]) 
(22) = (1 - BPR 


et l’on peut vérifier que 
2 2 2 2 2 
(= (Ja) + (Jy) + (Jz) = 2h 
ce qui est logique du fait que les valeurs propres de J? sont de la forme 


j(j + 1h? et j = 1. Il est toujours utile de vérifier la cohérence des divers 
résultats. 
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6.2 Mesure du moment magnétique dans un espace 
à quatre dimensions 


Enoncé. 


Soit un système physique quelconque dont l’espace des états, à quatre dimen- 
sions, est rapporté à une base de quatre vecteurs propres |j, mz} communs 
à J? et J, (j = 0 ou 1 ; —j < m, < +j), de valeurs propres j(j + 1)h? et 
m-h, et tels que : 


J+ ljm) = hvj +1) mem: +1) [jm +1) 
J+15,5) = J-1j,-5) = 0 


a. Exprimer, en fonction des kets |j, mz), les états propres communs à J? 
et Jz, que l’on notera |j, mx). 


b. On considère un système dans l’état normé : 
y 


fé} = ali = m=) +815 = i m= 0) 
+qlj =1,m: = —1) + ô lj = 0, m: = 0) 


(i) Quelle est la probabilité de trouver 2h? et A si l’on mesure simul- 
tanément J? et J, ? 


(ii) Calculer la valeur moyenne de J, lorsque le système est dans l’état 
|y}, ainsi que les probabilités des différents résultats possibles lors 
d’une mesure portant sur cette observable seule. 


(iii) Mêmes questions pour l’observable J?, puis pour Jz. 


(iv) On mesure maintenant J? ; quels sont les résultats possibles, leurs 
probabilités, leur valeur moyenne ? 


Commentaires. 


Cet exercice fait suite au précédent et ne devrait être traité qu'après ce 
dernier. Il a l'avantage, comme le premier, d’être général, et les méthodes 
utilisées sont standard. Cependant, en plus de déterminer la valeur moyenne 
de J? et de ses composantes, cet exercice a également pour but de déterminer 
les valeurs moyennes des composantes de J et traite de mesures simultanées. 
De telles valeurs sont importantes pour décrire les états quantiques réels et 
caractériser les systèmes quantiques réels. La question a a en particulier pour 
but de vérifier que le choix arbitraire de l’axe Oz pour définir l’'E.C.O.C. 
n’affecte pas la physique. 

Dans la question b, l’état quantique, c’est-à-dire le ket |Y}, est exprimé dans 
la base des quatre vecteurs propres ; l’objectif est donc d’étudier les divers 
résultats de mesures et les probabilités associées. 
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Soit un système physique quelconque dont l’espace des états, à quatre dimensions, 

est rapporté à une base de quatre vecteurs propres |j, m+) communs à J? et J 
i b i sfo 2 

(j = 0 ou 1; —j <m, < +j), de valeurs propres j(j +1)? et m,h, et tels que : 


J ljm) =  hy3j(j +1) -m,(m; +1)|j,m +1) 
J+13,3) = J_1j,-j) =0 


. 2 ` 2 
j, mz), les états propres communs à J? et Jz, 


a. Exprimer, en fonction des kets 
que l’on notera |j, Mg). 


Commençons par déterminer l’action de l’opérateur Jy sur les états propres 


|j,m). On a 
deS de tide >i 
Ea Ba aa 
et donc 
Jaj =1 tejjel 0) 
ü Mz = Mz 
J 2" 


Ja |j = 1,m;, = 0) 


=z 


1 
dj =m; = =s | Lors 
V2 


Jej =0,m, = 0) =0 


Or on a, pour les états propres |j, Mz) communs à J? et J,, toujours j = 0 
ou 1, et —j < Mg < +j. Soit |Y) un état propre commun à J? et Jẹ. |Y) peut 
se développer sur la base {|j,m,)} sous la forme : 


ly) = alj = 1, me = 1) +815 = 1, me = 0) +7 |j = 1, Mz = —1) +8 |j = 0,m. = 0) 


On a donc, d’après ce qui précède : 


hk 


ASE LUE 1, mz = 1) + |j = 1, mz 1)] 
+ylj = 1;ma=0)] 
-5 Bli=1,m; =1)+(a+y)lj=1,m: =0)+8lj=1,m, = —1)] 
=mhlelf= lim = 1) +815 Lou = 0 Elf Lu 1 
$ 6j =m =) 


Ainsi : 


e pour Mgr = 1, la relation précédente devient : 
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I8 |j =1,m = 1) + (a +7) |j = 1, mz = 0) + 8 |j = 1,m, = —-1)] 


al> 


2 
hlalÿ =1,m: = 1) + 8|j = 1, m: = 0) +7 |j = 1, m: = —1) 
+8 |j = 0, mz = 0)] 


soit, en identifiant terme à terme : 


B =av2 

a+7=6v2 ef B=av2 =yvV/2 
B = 7v2 ð=0 

= 0 


et l’on en déduit 


1 
idees et z [u Lms Diem 1)] 


e pour Mg = 0, la relation précédente devient : 


Blj=1;m =1)+(a+7)|j=1,m =0)+81j=1,m, = —1) =0 


ce qui impose déjà 5 = 0, ô pouvant être quelconque, et donc 
lp) = alj =1,m, =1)+7|j = 1, mz = —1) + ô |j = 0, mz = 0) 


On doit nécessairement avoir ô = 0 pour avoir J? |y) = 2h? |y), auquel 
cas la condition précédente impose y = —a Æ 0 pour que |#) soit non 
nul, et donc 


| 1 f 

|J = 1, ms = 0) = 7 lj =m == I IM] 
Inversement, on doit nécessairement avoir &@ = y = 0 pour avoir 
J? |Y) = 0, auquel cas on doit avoir ô + 0 pour que |y) soit non nul, 
et donc 


J= 0,ma = 0) =m 
ce qui était déjà évident du fait que J, |j = 0,m, = 0) = 0. 


e pour Mg = —1, la relation précédente devient : 


= 1, m: = 1) + (a + 7) |j = 1, mz = 0) + 8 |j = 1, m+- = —1)] 


= ħja|j = 1,mz = 1) + |j = 1, mz = 0) 
Hyi = hmi = 0,m = 0) 


et l’on en déduit 


|j = 1, me = —1) 
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Les états propres communs à J? et Jẹ sont donc : 


|j = 1, Mms = 1) 
|j = 1, Ma = 0) 


|j = 0, Mma = 0) 


4 = eli 


ONI=e N WH 
| 


b. On considère un système dans l’état normé : 


lY) =alj = 1,m2 =1)+81j = 1,m: = 0) +y |j = 1,m: = —1)+6|j = 0,m: = 0) 


(i) Quelle est la probabilité de trouver 2h? et A si l’on mesure simultanément 
Je et J, ? 
Il nous faut commencer par exprimer l’état |Y), actuellement exprimé 
dans la base {|j,m,)}, dans la base {|j, m;)} déterminée à la question 
a. Or on a, d’après les résultats de la question a : 


1 r 
Ij = 1,ma = 1) = 5 [I5 = 1, me = 1) + VZ = me = 0) + lj = 1, me = —1)] 
e e E e e 1)] 
m. = m m 
2 £ AM z “à z 


Fetes === 0m0 


et donc 


|j = 1, ms = 1) + |j = 1, mz 1) = |j =1,mz = 1) +| 
b= iLme=1= l= lm =y lie 0 
Phi=bém=b=hi=lme=D-/i=1le 1) 
|j =0,mz = 0) = |j =0,mx = 0) 


soit 
1 
Ij = 1,mz = 1) = 3 [Ij = L ma = 1) + VZ = 1, ma = 0) + |j = 1, ma = —1)] 
Į 
Ij = me = 0) = = [lj = 1, me = 1) — |j = me = —1)] 


ly) = ajļj=1,mz = 1) +8|j =1,mz = 0) +7l|j = 1, mz 1) +ô |j = 0, mz = 0) 
Xj 8 eT =L 1 pE =L mp0 
(S++2)u me = 1) + LT j= lme = 0) 
pe- Laipa EN =0 
($ i tF) Us ime = 1) +8lj = 0, me = 0) 


La probabilité de trouver 2h? et À si l’on mesure simultanément J? et Jy 
correspond donc à la probabilité de se trouver dans l’état |j = 1,mx = 1) 
et vaut 
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(ii) Calculer la valeur moyenne de J, lorsque le système est dans l’état |Y), 
ainsi que les probabilités des différents résultats possibles lors d’une 
mesure portant sur cette observable seule. 

La valeur moyenne de J, dans l’état |y} vaut : 


(Ja) = (a (j =1,m: = 1| + 8* (j = 1m: = 0| +7" (j = 1,m: = -1| 
+8 {j =0,m: = 0|)Z(a|j = 1,m; = 1) +B|j =1,m; = 0) 
+915 = Lime = —1) + ô |j = 0, mz = 0)) 
= fo“ (j =1,;m; = 1| + 8* (j = 1; m: = 0| +7" (j = 1, m: = -1| 
+8* (j = 0, m- = 0|) (a |j = 1, mz = 1) — y |j = 1, mz = —1)) 


soit 
(2) = (lal? — A 


Une mesure de J, peut quant à elle donner les résultats : 


e +h avec une probabilité 


Pi, (m: = 1) = | (j = 1m = 14) |? = |a|? 


e 0 avec une probabilité 


Pam: = 0) = | (5 = 1,m, = 0|h) H E= r 


# 


e —h avec une probabilité 


Pi (m: = 1) =| (G = 1, m; = 1) = hf 


Il est une fois de plus possible d’en déduire (J,). 


(iii) Mêmes questions pour l’observable J?, puis pour Jy. 
La valeur moyenne de J? dans l’état |Y) vaut : 


Jh = (a'{j=lm=1|+8" (= 1m, =0| +7" (j = 1m, = —1] 
+8* (j = 0, mz = 0|)J(alj = 1,m, = 1) + 8 |j = 1, mz = 0) 
yli =1,mz = —1) +ô |j = 0, m: = 0)) 

= (a (j =1,m: = 1| + 8* (j = 1,m: = 0| +79" (j = 1m: = -1| 
+0" (j = 0,m: = 0|)2R (a |j = 1, mz = 1) 

+8|j = 1, m: = 0) +7|j = 1, mz = —1)) 


soit 
(I°) = 2(la]? + 18/2 +177)? 


Une mesure de J? peut quant à elle donner les résultats : 
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e 2h? avec une probabilité 
Palette Gel = + teint 
+[(j=1,m, = —-1|p)} 
= Ja +18 + Jy] 
e 0 avec une probabilité 
Py (j = 0) = |j = 0, mz = 044)? = |81? 


La valeur moyenne de Jy dans l’état |Y) vaut : 


= a, B pS i m. i i j m. 
it = wie [(£ +2 +2) 6 lme =1) + = dm = 0) 


set re ol 
ME à 2 2 2 2 3" à 2 V3 2 
a"B+B'a+8"r+v8, 

V2 


soit 
(Je) = AV Rela" 8 + 2*7] 
Une mesure de Jy peut quant à elle donner les résultats : 


e +h avec une probabilité 


E EE $ 


5l 
à 


e 0 avec une probabilité 


Pis (Ma = 0) = | (j = 1, Mma 


e —h avec une probabilité 


$ 2 - | b 
Psy (Ma = —1) = |(J = 1, ma = —1)| É gr 


(iv) On mesure maintenant J2 ; quels sont les résultats possibles, leurs 
probabilités, leur valeur moyenne ? 
Les vecteurs |j, mz} sont états propres de JŽ avec les valeurs propres 
m2h?. Une mesure de J? peut donc donner les résultats : 
e h? avec une probabilité 


Pz(me = 1) = |} = 1m = 11) HG = 1m = 1H)? = Jal? 


e 0 avec une probabilité 
Pya(me = 0) = |(j = 1m = 0)? + (j = 0, ma = O[p) = |8? + 181? 
et la valeur moyenne de J? dans l’état |Y) peut donc être déterminée 


directement comme : 


(J2) = (lal? +1)? 
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6.3 Lien entre le moment cinétique classique et 
l’opérateur quantique associé 


Enoncé. 


Soit L = R x P le moment cinétique d’un système dont l’espace des états 
est Er. Démontrer les relations de commutation : 


[Li, Rj] = iħEijk Rk 
[Li, P;] = iheijr Pk 
[L P?] = [BR] = [L,R P] = 0 


où Li, Rj, P; désignent des composantes quelconques de L, R, P sur un 
système d’axes orthonormé, et Eijk est défini par : 


0 si deux (ou trois) des indices à, j, k sont égaux 
Eijk = 1 sices indices forment une permutation paire de g, y, z 
—1 sila permutation est impaire 


Commentaires. 


Le moment cinétique classique est par définition le produit vectoriel du 
vecteur position par l'impulsion. L'opérateur L de la mécanique quantique 
est défini de la même manière à l’aide des opérateurs position et impulsion. 


Soit L = R x P le moment cinétique d’un système dont l’espace des états est Er. 
Démontrer les relations de commutation : 


[L, Rj] = iħ£ijk Rk 
(Li, P;] = iħ£ijk Pk 
[L P?] = [L,R?] = [L,R P]=0 


où L;, Rj, Pj désignent des composantes quelconques de L, R, P sur un système 
d’axes orthonormé, et €;,4 est défini par : 


0 si deux (ou trois) des indices i, j, k sont égaux 
Eijk = 1 si ces indices forment une permutation paire de x,y,z 
—1 sila permutation est impaire 


Il importe d’être capable de calculer de tels commutateurs car il s’agit d’une étape 
importante pour établir un E.C.O.C. 
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On a, par définition du moment cinétique : 


I X P, YP- ŽP, 
L |=| Y |x| PRP, ZP =r 
is A P, RTE, 


(La, X] = [YP.-ZP,,X]=0 
[La,Y] = [YP-ZP,,Y]=-Z[P,,Y]=inZ 
Ess] [Y P, — ZP}, Z] = Y [P,, Z] = —iħY 


et des relations similaires pour Ly et L, obtenues par permutation circulaire de 
z, y et z, d’où 


[Li R;] = ifiEijk Pk 


On peut remarquer que, lorsque i = j, [L;,R;] = 0. Cette relation est similaire 
au résultat classique selon lequel le moment cinétique est orthogonal au plan du 
mouvement. 

On a d’autre part : 


[Le F] = FF — EF FL A =t 
lEs r = (Fe — ha F;l = [Y, Pl Fm. 
IRA = [Y P; — ZPy, Pa] = — [Z, P;] Py = —ihPy 


et des relations similaires pour Ly et L, obtenues par permutation circulaire de 
x,y et z, d'où 


[Li P;] = ieit k 


On a enfin : 

(EP?) = [Le P? + P2 + P?) = [Le, P] + [Le, P?] 
= Py |Le, Py] + [Las Py] Py + P; [Les Pa] + [Les Pa] P; 
= iħPP, +iħP,P} — iħP,P}— iñP P; = 0 

[La R°] = [LX HY] S aY] Ea] 
= Y |L, Y] + [L,Y] Y + Z [|La Z] + [Lz Z] Z 
= ihYZ +ihZY —iħZY —iħhYZ=0 

Len- P] = [L,XP:+YP,+ZP,]= [Ln Y P] + [Le, ZE] 


d’après ce qui précède 
a donc bien : 


iY P, +4hZP, —hZP, -4RYP, =0 


, et l’on obtiendra des relations similaires pour Ly et Lz. On 


[En P] = [ER] = RPI 


ce qui confirme que P?, R? et R: P sont des observables scalaires. 
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6.4 Rotation d’une molécule polyatomique 


Enoncé. 


On considère un système constitué de N particules différentes, de positions 


fa 


avec : 


, Rm, ..., Ry, d'impulsions P;,...,P,,,..., PN. On pose 


J=Y Ln 


Lm = Rm x Pm 


Montrer que l'opérateur J satisfait les relations de commutation qui 
définissent un moment cinétique ; en déduire que, si V et V’ désignent 
deux vecteurs ordinaires de l’espace à trois dimensions, on a : 


IJ- V, J- V'] = i(V x V’) -J 


Calculer les commutateurs de J avec les trois composantes de Rm, 
ainsi qu’avec celles de Pm. Montrer que : 
[J, Rm : Rp] = 0 
Établir que : 
[J,J- Rm] =0 
et en déduire la relation : 


[J Rm, J: Rw] = iARm X Rm): J = iñ - (Rw X Rm) 
On pose : 
W =Y amRm 
W' = 5 aln Rm 
où les coefficients am et al, sont donnés. Montrer que : 
[J . W,J. W] = —ih(W x W’) -J 


Conclusion : quelle différence existe-t-il entre les relations de commu- 
tation des composantes de J sur des axes fixes, et celles relatives aux 
composantes de J sur des axes mobiles liés au système étudié ? 


. On considère une molécule formée par N atomes non alignés dont 


les distances relatives sont supposées invariables (rotateur rigide). On 
appelle J la somme des moments cinétiques des atomes par rapport 
au centre de masse de la molécule, situé en un point fixe O ; les axes 
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Oxyz constituent un repère orthonormé fixe. Les trois axes princi- 
paux d'inertie du système étudié sont désignés par Oa,OB et Oy, 
l’ellipsoïde d'inertie étant supposé de révolution autour de Oy (rota- 
teur symétrique). L'énergie de rotation de la molécule s'écrit alors : 


2 2 2 
Fe NME: 
2 | I TL 


où Ja, Jg et Jy sont les composantes de J sur les vecteurs unitaires 
Wa, Wg et w, des axes mobiles Oa, O et Oy liés à la molécule, Tj et 
I; les moments d'inertie correspondants. On admettra que : 


2 2 2 2 2 2 2 
PHP EeRERERE=I 


(i) Déduire des résultats de c les relations de commutation de Ja, Jg 
et J,. 


(ii) On introduit les opérateurs N+ = Ja F iJg. En reprenant les 
raisonnements généraux du Chapitre VI, montrer que l’on peut 
trouver des vecteurs propres communs à J? et J}, de valeurs pro- 
pres J(J +1)? et Kh, avec K = —J,—-J + 1,...,J— 1, J. 


(iii) Exprimer l’hamiltonien H du rotateur en fonction de J? et J?. 
Calculer ses valeurs propres. 


(iv) Montrer que l’on peut trouver des états propres communs à J?, 
Jz, Jy que l’on notera |J, M, K} [les valeurs propres respectives 
sont J(J + 1)h?, Mh, Kh]. Montrer que ces états sont également 
états propres de H. 


(v) Calculer les commutateurs de J4 et N+ avec J?, J,,J,. En 
déduire l’action de J4 et N4 sur |J, M, K}. Montrer que les 
valeurs propres de H sont au moins 2(2J + 1) fois dégénérées 
si K Æ 0, (2J + 1) fois dégénérées si K = 0. 

(vi) Tracer le diagramme d'énergie du rotateur rigide (J est entier 
car J est une somme de moments cinétiques orbitaux : cf. 
Chapitre X). Que devient ce diagramme lorsque 1} = Z, (rotateur 
sphérique) ? 


Commentaires. 


Il s’agit d’un exercice plus long composé de deux parties distinctes. 

La première, jusqu’à la question c, conduit à une relation de commutation 
très générale et remarquable. Il est toujours intéressant de tester une telle 
relation sur un cas simple (un seul axe, par exemple) pour l'interprétation 
tout en gardant en tête sa généralité et son cadre. 

La seconde partie correspond à la question d, qui est composée de plusieurs 
sous-questions. Elle vise à appliquer la relation générale susmentionnée au 
cas plus concret d’une molécule partiellement symétrique. Le résultat est 
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illustré dans le diagramme d’énergie de la molécule. Un lien fort est établi 
entre symétrie et dégénérescence des niveaux d’énergie. 

Cet exercice traite de la rotation pure d’une molécule polyatomique, les 
vibrations ne sont pas considérées ici. Le moment cinétique de la molécule 
est modélisé ici simplement comme la somme des moments cinétiques de 
tous les atomes de la molécule. Il ny a notamment aucune interaction 
entre les atomes dans un modèle de ce type. Malgré sa simplicité, le modèle 
permet de déterminer les diagrammes d'énergie de toupies symétriques 
(molécules possédant des moments d'inertie identiques par rapport à 
deux de leurs axes de rotation, comme NH3, CHCl, C6H6, etc.) et de 
toupies sphériques (molécules dont les trois moments d'inertie sont égaux, 
comme CH4, SF6, etc.). De tels résultats sont directement comparables aux 
diagrammes d’énergie de molécules réelles. Une molécule est composée de 
N atomes arrangés selon une certaine géométrie. Un atome est un système 
quantique à plusieurs corps déjà complexe constitué d'électrons et d’un 
noyau. Une molécule est donc encore plus complexe. Lorsqu'on considère 
une molécule, il faut non seulement déterminer la structure électronique 
du système, mais aussi la manière dont la structure est modifiée par des 
mouvements de vibration (mouvement relatif des atomes à l’intérieur de 
la molécule), dont la description repose fortement sur les oscillateurs har- 
moniques (voir Chapitre V), et de rotation (rotation de toute la molécule), 
dont la description repose sur les opérateurs moment cinétique qui sont 
l’objet de ce chapitre. 


On considère un système constitué de N particules différentes, de positions R:, 
, Rm, ---, Ryn, d'impulsions P;,...,P,,,..., PN. On pose 


avec : 


a. 


J= `. E> 
Lm = Rn X Pm 


Montrer que l'opérateur J satisfait les relations de commutation qui définis- 
sent un moment cinétique ; en déduire que, si V et V’ désignent deux vecteurs 
ordinaires de l’espace à trois dimensions, on a : 


IJ- V, J- V'] =iħA(V x V').J 


Chacun des opérateurs Lm avec 1 < m < N est l'opérateur moment ciné- 
tique de la particule (m) et satisfait donc les relations de commutation qui 
définissent un moment cinétique : 


eT? pl = boys 
ET Limal = Lin g 
Erig Lise | = iRLn y 
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Ces relations sont intuitives si l’on pense aux propriétés des produits vectoriels 
et aux permutations circulaires. On peut donc en déduire : 


(x, Jy] = D Lx > Lwy 


et des relations similaires obtenues par permutation circulaire de x,y et z, 
du fait que les opérateurs Lm,x et Lin y associés à deux particules différentes 
commutent. L'opérateur J satisfait donc bien les relations de commutation 
qui définissent un moment cinétique : 


= 2. ss Borel = MY Lx =iħJ, 


m 


On a de plus, pour V et V’ deux vecteurs ordinaires de l’espace à trois 
dimensions : 
[DV JV] = [Ve + Jy Vy + J- Vz, Ja Va + Jy Vy + J-V] 
= [Pa dy Va + JV] + Ad Ve + Aa Va] + l Vd i Va 
=N Werdol + Vat Mes Je] + Va Ve [Jus de] + Vae [Ju Je] 
AA APT AE A ATATA 
= Ve Vo de — Ve Vi Tu — Va Va de + Va Ve de + Ve Va dy — VV Je 
= iħ [VV — VV) de + (V-Vz — Va Vz) Jy + (VaVy — Vy Vz) J=] 


soit 

J- V,J- V'] =iħ(V x V')-J 
Cette notation est très compacte, mais facile à comprendre en termes de 
produit vectoriel si l’on raisonne composante par composante. 


b. Calculer les commutateurs de J avec les trois composantes de Rm, ainsi 
qu’avec celles de Pm. Montrer que : 


[J, Rm i R;] = 0 
On a 
[is Los = pama = [ses Aa] =0 
E Ya = D Lies Ya = TA Fal = BR Zn 
hs = D Ets a Pa = [Leama] = =Y 
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et des relations similaires pour Jy et J; obtenues par permutation circu- 
laire de x,y et z, du fait que les opérateurs Lin» et Xm, Ym, Zm associés à 
deux particules différentes commutent et d’après les relations obtenues dans 
l'exercice 3. On a donc : 


ttes] 2 Lis a 'Liéienl Xa 
Es -Xm 0 


donc on peut conclure que 


(J, Xm] = iħez x Rm, |J, Ym] = iħey x Rm, [J, Zm] = iħez X Rm 


et l’on obtient des résultats similaires avec les composantes de Pm : 


[J, Pnal = iħes x Pm, |J, Pnyl = iħey X Pm, |J, Pnel = he; x Pm 


d’après les relations obtenues dans l'exercice 3. Ces formules semblent une 
fois de plus intuitives si l’on raisonne en termes de produit vectoriel. 
On a enfin : 


TRa Blai Ani t A aR H REN aeo] 
= Xm [J, Xp] + [J, Xm] Xp + Ym [J, Yo] + [J, Ym] Yp + Zm [J, Zp] + [J, Zm] Zo 
= ih(Xmez x Rp + Xpex x Rm + Ymey x Rp + Ypey x Rm 
+ Zmez X Rp + Zpez x Rm) 
= iħ(Rm X Rp + Rp X Rm) 
d’après ce qui précède, du fait que les composantes de Rm commutent avec 
celles de Rp, soit 


J, Rm Rp] = 0 


c. Établir que : 
|J, J: Rm] = 0 


et en déduire la relation : 
[J - Rm, J Rw] = AR x Rm) J = ih - (Rw X Rm) 


On pose : 


J / 
W = ` GR W = amRm 
m 


m 


où les coefficients am et al, sont donnés. Montrer que : 
[J -W,J. W] = -—ih(W x W').J 


Conclusion : quelle différence existe-t-il entre les relations de commutation 
des composantes de J sur des axes fixes, et celles relatives aux composantes 
de J sur des axes mobiles liés au système étudié ? 
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Ona: 


LERGA = "HAS tiata da aa a 
E e AE Ee E A E e EL A E 
= iħ(Jres x Rm + (—Jzey + Jyez)Xm + Jyey X Rm + (Jze€z — Jzez)Ym 
+Jzez X Rm + (—Jyex + Jrey)Zm) 
ER aAa n t aAa A a 
= 4I x Ra=J xRy) 


d’après les résultats de la question b, soit 
JJ -Ral =0 


On a donc : 


Bal Ryl = -Rhiw t e a 

I Brda] + UR CR DR. 222 

= J Raal t Redla SUR ol 
a E E a A EA 

= hU Rau Xol th I Ra Yel t I Reisel 


du fait que [J : Rm, Jz] = [J - Rm, Jy] = [J : Rm, Jz] = 0 en conséquence du 
résultat précédent. On a de plus : 
A E E RÉ E a LA 
= ko A] + rs Ko] ka EATE T] 
= [Jy, Kn] Vin + [a Xa] Zm = A —YnZm + ZmYn) 


et des relations similaires pour YŸ/, et Z}, par permutation circulaire de x, y 
et z du fait que les opérateurs associés à des particules différentes commutent 
et d’après les relations obtenues dans l'exercice 3. On a donc au final : 


RL Ral = Me Rte Bo 
Eda Ym ie = ve Vo] 
AT Rer X Rm) 


mais on a également 


RS Ral = Mr M F PAR ra 
PSS A en E | 

= DaJa — Yon) — (Vin Je + Zm) Za 
He Mu ct EE. 
Hade = AXA a Rade RM IVe] 
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D-Rad- Rw) = Zn ou = VodZit E Kind Zn = Lila X m 
Vin de X mt — XmJzYm' — 2ih(XmXm' + Ym Yon! + ZmZm!)] 
= lande + ihz) Valide = hr) 
+Xm (Zn Jy + ihXm') — Zm(X mt Jy — iħZm') 
Ym (Xav Je + Yon) — Xml Ytd — BX) 
—2i(XmXm'! + YmYm' + ZmZm!)] 
= Rand Parle E (Xmm -mX e Jy 
+ mn X mt — XmYmn!)Jz] 
= MRa Rm) d 


en utilisant les relations de commutation obtenues dans l'exercice 3. On a 
donc bien 


[J - Rm, JR] = (Ru X Rm) J = iI - (R X Rm) 


Si l’on pose maintenant 


Wear sh 
m 
W' =Y ap Rm 
m 
On à : 
J:W,J-W'] = DE Eur | = ÿ Ru Te] 
= MY nds KR (Eur, x Een) J 
= üh(W'x W).J 
soit 


[J -W,3-W']=-in(W x W').J 


Les relations de commutation des composantes de J sur des axes fixes de 
direction V, V’ ont été déterminées à la question a comme : 


D:V,J-V'=iA(V x V').J 


Les relations de commutation des composantes de J sur des axes mobiles de 
direction W, W’ liés au système étudié sont donc identiques au signe près. 
Cette relation compacte semble une fois de plus naturelle si l’on raisonne sur 
les composantes. Il est intéressant de tester la validité de cette formule sur des 
cas simples, par exemple V = X et V’ = Y, tout en remarquant également 
la généralité de cette formule qui est apparente à travers son obtention. 


d. On considère une molécule formée par N atomes non alignés dont les distances 
relatives sont supposées invariables (rotateur rigide). On appelle J la somme 
des moments cinétiques des atomes par rapport au centre de masse de la 
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molécule, situé en un point fixe O ; les axes Oxyz constituent un repère 
orthonormé fixe. Les trois axes principaux d'inertie du système étudié sont 
désignés par Oa, O et Oy, l’ellipsoïde d'inertie étant supposé de révolution 
autour de Oy (rotateur symétrique). L'énergie de rotation de la molécule 
s'écrit alors : 

1 


H = - 


J2 J+J 
2 Sr 


Ij I; 


où Ja, Jg et Jy sont les composantes de J sur les vecteurs unitaires Wa, Wg 
et w} des axes mobiles Oa, O8 et Oy liés à la molécule, Jj et 7, les moments 
d'inertie correspondants. On admettra que : 


JR + JE + IS HHRH 


Un tel système quantique est directement comparable à un système rigide 
classique dont l'énergie cinétique de rotation est 


avec : 


e P, le moment cinétique classique autour de l’axe Ox, 


e 1, le moment d'inertie associé par rapport à laxe Ox, 


et de même pour les autres axes. Cette expression est en fait identique au cas 
quantique. Une expression mieux connue dans le cas classique est 


1 1 1 
bien qu’équivalente à la première du fait que ||P;|| = Izwz et de même pour 


les autres axes. 


(i) Déduire des résultats de c les relations de commutation de Ja, Jg et Jy. 
On a, d’après les résultats de la question c : 


|J- W,J-W']=-iA(W x W').J 


En remplaçant les vecteurs W et W’ par les vecteurs unitaires Wa, Wg 
et w., on obtient : 


[as do] = J- Wad - wa] = —ih(wa X Wa) -J =0 
a, Je] = [J : wa, J -ws] = —iñ(wa x wg): J = —iħJy 
a, Jy] = [I Wa, J- wa] = —ihfwa x wy) -J = ihJg 
et, de manière similaire : 
darda] = Mda [Jy, Ja] = —iħJg 


laa = 0 et Les Je] =iħda 
(Je, Jy] = —ihJa [Jy, Jy] =i 
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(ii) On introduit les opérateurs N4 = Ja F iJg. En reprenant les raison- 
nements généraux du Chapitre VI, montrer que l’on peut trouver des 
vecteurs propres communs à J? et J}, de valeurs propres J(J + 1)h? et 
Khħ, avec K = —J,—-J+1,...,J—1,J. 


On a : 

[Jy N4] = [J,, Ja — ils] = iħ(—Jg — iJa) = A(Ja — idg) = AN4 
Bad = Mitin ee Po AL | nue 
FA) = MAS A aa A 


Ja [Ja, Jy] + Had] Ja + Ja (Je, Jy] + (Je, Jy] JB 
= iħì(JaJg t Jada dada Jada) =i 


d’après les relations de commutation obtenues à la question (i). J? com- 
mute donc avec J4, et il est a fortiori possible de trouver une base de 
vecteurs propres communs à J? et J4. 


On a de plus : 


Ni Ng = (Jo Fipa +de) = JE + J ti Wad J° - +R, 


d’où 
1 
NIN_+N_N,=23 -2/ e J’ = gN +N-N4) +J? 
On a J? = J2 + J2 + J2 donc, pour tout état |Y), on a : 


WI = (la lb) + l TA 1) + l I lp) 
= [Ja p) I? + Je 1) I? +17, 1) 17 > 0 


De plus, si |Y) est vecteur propre de J? associé à la valeur propre À, 
on a À > 0 d’après ce qui précède. Nous écrirons les valeurs propres de 
J? sous la forme J(J + 1)h?, avec la convention J > 0. Comme J a les 
dimensions de À, une valeur propre quelconque de J? est de la forme 
XR2, où À est un nombre réel sans dimension. Nous venons de démontrer 
que À est forcément positif ou nul. L’équation 


J(J+1)=18 F+J-1=0 
de discriminant A = 1 + 4A > 0 possède donc deux solutions réelles 


—1+V1+4à 
2 


dont une et une seule est positive ou nulle : 


—1+V1+4À 


J= F 
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Si l’on impose la condition J > 0, la donnée de À détermine donc J de 
façon unique : une valeur propre de J? peut donc être écrite J(J +1)h?, 
avec J > 0. Les valeurs propres de J}, qui ont les mêmes dimensions 
que A, seront elles notées KA, où K est un nombre réel sans dimension. 
Les vecteurs propres |J, K} communs à J? et J, sont donc solutions des 
équations aux valeurs propres : 


TLR = J(J +1) |JK) 


On a de plus : 

INR = AARIN- NI K)=(ZK|( - JR.) IX) 
= JCHIN RE HR 20 

IN JR) = (J, K| N4N-]|J, K) = (J, K| (J? — J2+hJ,)|J,K) 
= J(J +1) — K°R + Ki 20 

On a donc 


(K+1)=(J-K)J+K+1)>0 Res 
ÉSSIEIRES SUCRÉS GEL a 


comes, 
AA 
SS 
EE 
A AR 


J. On a ensuite : 


N_|J,-J}=0 
N4 |J, J} = 0 


du fait que, d’après ce qui précède, || N- |J, —J) |? = || N4 |J, J) ||? = 0. 
Pour K > —J, |N- |J, K) ||? Æ 0 et donc N_|J, K) Æ 0. Les égalités 
[Jy, N4] = AN} et [J,,N_] = —AN_ impliquent de plus : 


J,N_|J, K} = N- J4 |J, K) — AN |J, K) = (K — 1)AN_]|J, K) 
J, N4 |J, K} = N} J4 |J, K) + AN4 |J, K) = (K + DAN} |J, K) 


et N_ |J, K} et N4 |J, K} sont donc vecteurs propres de J,, respective- 
ment avec les valeurs propres (K —1)A et (K+1)h. Soit |J, K) un vecteur 
propre non nul de J? et J, avec les valeurs propres J(J + 1)A? et KA. 
Nous avons montré que —J < K < J. Il existe donc sûrement un entier 
positif ou nul p tel que : 


J£<K-p<-J+1 
Considérons alors la suite de vecteurs : 
KAMLOOPS 


Nous avons montré que chacun des vecteurs (N_)" |J, K} avec 0 < n < p 
est un vecteur propre non nul de J? et J, avec les valeurs propres 
J(J + 1)h? et (K — n)ħ. 
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(iii 


S 


Par hypothèse, |J, K) est non nul et correspond aux valeurs pro- 
pres J(J + 1)? et Kh. (N_)"|J,K) s'obtient par action de N- 
sur (N_)"-1|J,K), qui est vecteur propre de J? et J, avec les 
valeurs propres J(J + 1)h? et (K — n + 1)h > —Jh puisque 
K-n+1>zK-p+12>-J+1.(N_)"]J,K) est donc vecteur propre 
non nul de J? et J}, avec les valeurs propres J(J + 1)A? et (K — njñ. 

Faisons maintenant agir N_ sur (N_}?|J, K}. Supposons d’abord que 
K-p>—J. N-(N_} |J, K} est donc non nul et a pour valeurs propres 
J(J+1)h? et (K —p—1)h, ce qui est en contradiction avec la condition 
—J < K — p— 1 < J puisque K — p— 1 < —J. On doit donc nécessaire- 
ment avoir K — p = —J de sorte que le ket (N—)P |J, K} corresponde à la 
valeur propre —Jħ de Jy et donc que N-(N—}’ |J, K) = 0 : la suite des 
vecteurs |J, K}, N- |J, K} ,...,(N-} |J, K) obtenue par action répétée 
de N_ sur |J, K) est donc limitée et il n’y a alors plus de contradiction. 


Nous venons donc de montrer qu’il existe un entier p, positif ou nul, tel 
que K — p = —J. Un raisonnement tout à fait analogue au précédent 
permettrait de montrer qu’il existe un entier q, positif ou nul, tel que 
K +q = J car la suite de vecteurs |J, K}, N4 |J, K) ,..., (N4) |J, K} 
doit être limitée. On a donc p + q = 2J, et J est donc nécessairement 
entier ou demi-entier. D’autre part, s’il existe un vecteur |J, K} non 
nul, tous les vecteurs des suites |J, K) , N- |J, K} ,..., (N-)P |J, K} et 
|J, K}, N4 |J, K),...,(N,)11J, K) sont également non nuls, et vecteurs 
propres de J? avec la valeur propre J(J + 1)h? ainsi que de J, avec les 
valeurs propres : 


=Jħ {=J + 1)f, (J= 10, JA 


Exprimer l’hamiltonien H du rotateur en fonction de J? et J£. Calculer 
ses valeurs propres. 
On a par hypothèse : 


+ 
I L 


m 2 


Iy I 2 


"+ 


= P 


jipii -1A raet se à 


Les vecteurs propres |J, K) communs à J? et J, sont donc également 
vecteurs propres de A et a fortiori de H, et l’on a donc : 


: y. 4 {a 1 ln K PL 1 
A Kkie lil) Rte =e—=hheRE 
19, K) Z ta (+ +) ) | uL ‘à I] Ii His 


Les valeurs propres de l’hamiltonien H sont donc de la forme 


RG Dr 


21: 2 


q L 
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Montrer que l'on peut trouver des états propres communs à J?, 
Jz, Jy que l’on notera |J, M, K} [les valeurs propres respectives sont 
J(J +1)h?, Mh, Kh]. Montrer que ces états sont également états pro- 
pres de H. 

On a Is, Jal = 0 donc J, commute avec J?. On a de plus : 


IVJ :Ra] = [Vo + Iy Vy +I Vada Xm + JyYm + JzZm] 
= Elle esal ER) 
+HVy (Tu, Je Xm] + [us JyYm] + [us Je Zm]) 
HAE, Ra] + Val + 2.22, 
= Vy dy e Yal NT dE MZ) F erdel Zm) 
Vox Du, Xm] + [us Ja] Xm + Jz [us Zm] + [Jy; Je] Zm) 
H laKa + Mede] Xm + Jy ldai Yan) + aryl Ym) 
= WJ + I Ym =J Ym — JyZm) 
+ihVy(— Je Zm — J:-Xm + Je Xm + Ja Zm) 
HV (Je Vin + JyXm — JyXm — Je Ÿm) 
= 0 


d’après les relations de commutation obtenues dans l’exercice 3, ce qui 
implique [J- V, J - W] = 0. En remplaçant V par e, et W par w}, on 
obtient [J,,J,] = 0 : Jy commute donc également avec J,, et il est donc 
possible de déterminer une base d'états propres communs à J?, Jz, Jy 
que l’on notera |J, M, K}. Du fait que ces vecteurs sont états propres 
de J? et J} et que l’hamiltonien H déterminé à la question (iii) ne fait 
intervenir que ces deux opérateurs, les états |J, M, K} sont également 
états propres de H avec les valeurs propres déterminées à la question 
(iii), qui sont donc indépendantes de M. 

Calculer les commutateurs de J+ et N+ avec J?, Jz, J}. En déduire 
l’action de J4 et N4 sur |J, M, K). Montrer que les valeurs propres 
de H sont au moins 2(2J + 1) fois dégénérées si K Z 0, (2J + 1) fois 
dégénérées si K = 0. 


Nous avons montré à la question (iv) que |J : V, J - W] = 0. J; commute 
donc avec Ja et Jg, de même que Jy commute avec Jy et Jy. On a donc: 
[J 


t, Jy] z [N+, J2] =0 


Nous avons également déterminé à la question (ii) que : 


Nich = FNE 


et, de même que l’on a a, L] =0, ona I, dal = [3?, Ja] = 0, ce qui 
implique 


Nar] =0 


Il nous reste donc à calculer les commutateurs [Jad # et [J+, Jz]. On 
sait tout d’abord que [J?, Ja] = [J?,J,] = 0, d’où 


Les, T| = 0 
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On a enfin 


Wedl = [Je + id, Je] = ih(—Jytide) = (Edo id) = FR(Jetidy) = Fhls 


On a donc en résumé : 


En utilisant la relation 


[72 


LR LE RIRE 


on obtient : 


JJ2|J,M,K) = J&J, |J, M, K)+hJ4 |J, M, K) = (M£1)ħJ4 |J, M, K) 


J4|J,M,K} est donc vecteur propre de J, avec la valeur propre 
(M Æ 1), donc 


J+|J,M,K) x |J, M +1,K) 


On a de plus : 


IEHKI =  (J,M,K|J5J4J,M,K)=(J,M,K|(3° - JE +RJ.) |J,M,K) 
[J(J +1) - M(M +1)#? 


d’après les relations (C-7) du Chapitre VI, et comme nous l’avons montré 
dans l'exercice 1, et l’on a donc au final : 


Ja |J, M, K) = ħ/J(J +0 = M(M 1 |J,M +1,K) 


De la même manière, en utilisant la relation 


EN: 


LR] = FAN t LE. Na] = EAN 


on obtient : 


J, N4 |J, M, K} = N4 Jy |J, M, K) + AN3 |J, M, K) = (K+1)ANz |J, M, K) 


N+ |J, M, K} est donc vecteur propre de J, avec la valeur propre 


(K +1)h, donc 
N4&lJ,M,K\x|J,M,K +1) 
On a de plus : 
INI MK |? = (J, M, K| NN |J, M, K) 


= (J,M,K| (J? -— J2 F Jy) |J, M, K) 
= [J(J+1)-K(K+1)# 


et l’on a donc au final : 


+ |J, M, K) = Ay JJ +0 = K(K +1 J,M,K : 
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D’après les résultats de la question (iii), on a : 


F 
H |J, M, K} = AHE (7-4) h2 |J, M, K) 


et les valeurs propres de H ont pour expression 


HT, EL 11.2 
FR EE Pt PR À D 
mer (in) 


Pour J fixé, si K # 0, Eyx = Ej_x et M peut prendre les (2J +1) 
valeurs —J,—J+1,...,J—1,J : les valeurs propres Ex sont donc au 
moins 2(2J + 1) fois dégénérées (car des dégénérescences accidentelles 
peuvent se produire). De même, si K = 0, M peut prendre les (2J + 1) 
valeurs —J,—J+1,...,J—1,J pour J fixé, et les valeurs propres Ez kK 
sont donc (2J +1) fois dégénérées (car des dégénérescences accidentelles 
ne peuvent plus se produire, la valeur de Ej x=o imposant la valeur de 
AY 

Ces valeurs propres correspondent aux niveaux d’énergie d’une molécule 
symétrique (pour J} # 11) dans l’approximation du rotateur rigide. Si 
1, = 11 = I (rotateur sphérique), l'expression ci-dessus se simplifie en : 

J(J +1) 


Bsr 
a 5J 


Tracer le diagramme d’énergie du rotateur rigide (J est entier car J 
est une somme de moments cinétiques orbitaux ; cf. Chapitre X). Que 
devient ce diagramme lorsque 1, = 11 (rotateur sphérique) ? 

Pour 1, # 11, en supposant | < 11 (toupie symétrique oblongue), on 
obtient le diagramme d’énergie de la figure 6.1 pour le rotateur rigide. 
On constate ainsi que, pour J fixé, l'écart entre deux niveaux d’énergie 
consécutifs vaut 


RS Il 1 
Ej,+(K+1) = Ej +K = 72. (> z +) à 


en supposant K > 0, et augmente donc avec K tout en étant indépen- 
dant de J tandis que, pour K fixé, l'écart entre deux niveaux d'énergie 
consécutifs vaut 
(J +1)? 

T 


et augmente avec J tout en étant indépendant de K. 


Ej+1,K — EJ, k = 


Dans le cas d’un rotateur sphérique, 1} = 1, = Z et les valeurs propres 
prennent la forme : 
J(J + DR? 

21 
Les valeurs propres sont donc indépendantes de K, donc le diagramme 
d'énergie s’obtient à partir du précédent en ne conservant que les niveaux 


Ej K = 
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J=ġ er 


l HL iye 
2 Ii $i. 
J=2 kK =l 1 1 
; t- A aa h2 
= K =0 2 Ii Ti 
2F? 
T 
J= = #1 j1 ltl L 2 
J= =ü 2 Ii ii 
h2 
1 
J=0 K =0 0 
FIG. 6.1 — Diagramme d’énergie du rotateur rigide pour 1} < T1. 
Jeb 
«is 
I 
J=2 
2R? 
ra 
re | p2 
J=0 ü t 
FIG. 6.2 — Diagramme d’énergie du rotateur rigide pour 1, = 11 = 1. 
d'énergie pour lesquels K = 0. Il est représenté sur la figure 6.2. 


Comme d’habitude, le système dont la symétrie est la plus élevée (la 
toupie sphérique, ici) possède moins de niveaux d'énergie que le système 
dont la symétrie est plus faible (la toupie symétrique), mais ses états 
ont un degré de dégénérescence plus élevé (non calculé ici). Pour plus 
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d'informations sur les niveaux rotationnels des toupies symétriques et 
sphériques, voir [5]. 


6.5 Étude de la partie angulaire d’une 
fonction d’onde 


Enoncé. 


Un système dont l’espace des états est €. a pour fonction d’onde : 
pley, 2) = Na +y +j 


où a, réel, est donné et N est une constante de normalisation. 
a. On mesure sur ce système les observables L, et L? ; quelle probabilité 
a-t-on de trouver 0 et 2%? ? On rappelle que : 


3 
Yi (8,6) = 4/7 cos0 


b. En utilisant également le fait que : 


Y (0, p) = F4 Ż sin 0 e* 


peut-on prévoir directement les probabilités de tous les résultats pos- 
sibles des mesures de L? et L, sur le système de fonction d’onde 


plz, y, z)? 


>. 


p 


Commentaires. 


Il s’agit d’un autre exercice typique. Seul le produit scalaire des fonctions 
d'onde est requis pour déterminer les probabilités des résultats de mesures 
recherchées. 


Corrigé. 
Un système dont l’espace des états est €. a pour fonction d’onde : 
p(z, y, z2) = N(x+y+z)e" A 


où q, réel, est donné et N est une constante de normalisation. 
La figure 6.3 propose une représentation graphique de y(x, 0,0). On peut remar- 
quer que la fonction d’onde n’est pas à symétrie sphérique, elle est en particulier 
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impaire, mais certains éléments rappellent cette symétrie. Il sera néanmoins utile 
d'introduire les coordonnées sphériques pour faire le lien avec les harmoniques 
sphériques, comme le suggère l’énoncé. 


p(z, 0, 0) 


4 


FIG. 6.3 — Représentation graphique de #(x, 0, 0). 


s 2 D EP 
a. On mesure sur ce système les observables L, et L* ; quelle probabilité a-t-on 
2 « 
de trouver 0 et 2h° ? On rappelle que : 


YP(8,ç) = 1] _- cos 0 


Ona: 
p(r,0, p) = Nr(sin 0 cos ọ + sin 0 sin y + cos pje? = f(r)g(8,v) 
avec 
Jms Nre-"/© et g(0, p) = Na(sin 0 cos y + sin 0 sin y + cos 8) 


N; et Nə étant deux constantes de normalisation telles que Nı Nə = N. On 


à : 
CE EC à 
fÍ f 1g(0, p) sin 0 4 dé = 1 
= Jy=0 


dr por 
& Na? f i (1 + 2sin? 8 cos ysin p + 2 cos 8 sin (cos y + sin w)) sin 0 d0 d = 1 
a=ö Jy=0 


=r i 
& 2n|N2l° f sin 0 d0 = 1 & 2r|N2|? [— cos Helen ET 
6=0 
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du fait que les fonctions y + cosy, y + sin ọ et y | 2coswsing = sin 2y 
sont 2r-périodiques. En posant y2 = 0 pour que Nə soit réel et positif, on 
obtient : 

(sin 0 cos y + sin 0 sin y + cos 0) 


1 
0, p) = — 
g(0, 9) Nr 
La probabilité de trouver 0 et 2h? en mesurant L, et L? vaut donc, d’après 
la relation (D-80) du Chapitre VI : 


Pis r — Ltée = 0) = Idi o|? 


avec, d’après la relation (D-78) du Chapitre VI : 


=z p=2r 
do = | Y (9,0)g(0, p) sin 6 dô de 
9=0 Jp=0 
V3 O=7 p=2r 
= ef | cos (sin 0 cos y + sin 0 sin y + cos 8) sin 8 d8 dy 
Ar Ja=0 Jp=0 
3 jar 
= i f cos? 0 sin 0 d8 
9=0 
pour les mêmes raisons que précédemment. On obtient, par linéarisation : 
i0 —i0\ 2 i0 __ —i0 ; : A : 
RE = (£ = ) (< K ) a Ee patee e) 
. E m ST AS ET 
YA 
Le L 
= 3 sin 30 + 3 m0 
et l’on en déduit : 
d V3 | cos 30 eT o + ajg 1 
1,0 = — | — — = —— = — 
8 oo 3 v3 


et donc 


Pas Celles jd 


. En utilisant également le fait que : 


+ 3 4i 
YF (0, p) =F . sin 0e"? 


peut-on prévoir directement les probabilités de tous les résultats possibles des 
mesures de L? et L, sur le système de fonction d’onde (x, y, z) ? 


On a, d’après les résultats de la question a : 


1 
g(0, p) = T ana + sin ô sin @ + cos 0) 
T 
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et, du fait que 


PE 3 : 
V0, oi = ul = singer 
on en déduit : 


3 ; i 3 3 
Y (0, p) + Y1 (0, p) =} sin 8(—e*° + e7?) = —2i4/ sin 0 sin y = —i4/— sin f sin 
8x 8T 27 
Ï —1 d à à ag 3 à So 
Yi (0,p)— Y; (0, p) = —4/ >— sin 0 (e? + e7?) = —24/ — sin 8 cos p = —1/— sin 0 cos p 
8m 8m 2T 


et donc : 


1 
yár 


= A (Ever: VE, 6) + YT 0,9) 


AT 
+ y (0, a) 


= 7 [+ E, o) + V2 (0.0) + +Y O, o) 


Le système se trouve donc dans l’état 


g(0, p) 


(sin 0 cos y + sin 8 sin @ + cos 0) 


l) = 2 [C1 +D = l,m: = 1) + VB = l,m: = 0) + (1 +i) |i = 1m: = —1)] 


et l’on peut donc prévoir directement les probabilités de tous les résultats 
possibles des mesures de L? et L, sur le système de fonction d’onde y(x, y, z). 
Ces mesures peuvent donner : 


e 2ħ? pour L? et À pour L, avec une probabilité de 


iil 
Pr 1. ( 1, mz 1) K l, mz 119)? 3 


e 2h? pour L? et 0 pour L, avec une probabilité de 


1 
Pari = Lime = 0) = (= tome = OP = 3 


e 2h? pour L? et —ñ pour L, avec une probabilité de 


Piri (l= l,m; =-1)=|{=1,m, -iW = à 


La somme de ces probabilités est bien entendu égale à 1. 
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6.6 Quadripôle électrique dans un gradient de 
champ électrique 


Enoncé. 


On considère un système de moment cinétique l = 1 ; une base de son espace 
des états est constituée par les trois vecteurs propres de L; : |+1),[0) ,|—1), 
de valeurs propres respectives +h, 0, et —A, et tels que : 


Lilm) = hV2lm+1) 
L|) = L_|-1)=0 


Ce système, qui possède un moment quadrupolaire électrique, est plongé 
dans un gradient de champ électrique, de sorte que son hamiltonien s’écrit : 


où Lau et Lẹ sont les composantes de L sur les deux directions Ou et Ov du 
plan xOz, à 45 degrés de Ox et Oz ; wo est une constante réelle. 

a. Écrire la matrice représentant H dans la base {|+1) , |0} ,|—-1)}. Quels 
sont les états stationnaires du système, et leurs énergies ? (ces états 
seront notés |E1),|Æ2),|E3), rangés par ordre d’énergies décrois- 
santes). 


b. À l'instant t = 0, le système est dans l’état : 


i 
v2 


Quel est le vecteur d'état |y(t)} à Pinstant t ? À cet instant, on mesure 
L, ; quelles sont les probabilités des différents résultats possibles ? 


l4 (0)) [[+1) Fa) 


c. Calculer les valeurs moyennes (Lg) (t), (Ly) (t) et (Lz) (t) à l'instant t. 
Quel est le mouvement effectué par le vecteur (L) ? 


d. On effectue à l'instant t une mesure de L2. 


(i) Existe-t-il des instants où un seul résultat est possible ? 


(ii) On suppose que cette mesure a donné le résultat A?. Quel est 
létat du système immédiatement après la mesure ? Indiquer, sans 
calculs, son évolution ultérieure. 


Commentaires. 


Les axes Ou et Ov sont représentés sur la figure 6.4. En mécanique clas- 
sique, un dipôle électrique est une configuration simplifiée du système où les 
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distributions de charges positives et négatives sont réduites à des charges 
ponctuelles de valeurs identiques placées en leur barycentre. De la même 
manière, un quadripôle électrique est une configuration simplifiée du système 
où les charges pondérées sont placées aux sommets d’un carré, les charges 
identiques étant placées à des sommets opposés. La distance entre les charges 
(longueur des côtés du carré) et les valeurs des charges pondérées dépen- 
dent du système physique réel (valeur des charges et répartition), ce qui 
est généralement beaucoup plus complexe. Le moment monopolaire (c’est- 
à-dire la charge totale) du système est scalaire, le moment dipolaire est un 
vecteur, et le moment quadrupolaire est un tenseur de rang 2. Inspirés par 
cette notion classique, nous pouvons également définir l'opérateur moment 
quadrupolaire électrique en mécanique quantique (voir Complément Axırı), 
qui est également un tenseur de rang 2. Ses composantes sont explicitées dans 
le Complément Ex et dépendent, comme dans le cas classique, de la valeur 
des charges du système quantique et de leur répartition en son sein. Cet 
exercice explore l’interaction entre un moment quadrupolaire électrique et 
un champ électrique. L’interaction est modélisée ici par l’hamiltonien, qui est 
fourni. L'étude des interactions quadripôle-champ est importante lorsqu'on 
étudie des systèmes dont les moments dipolaires sont nuls, comme par exem- 
ple des atomes (voir exercice 7 du Chapitre XI) et certaines molécules. Elle 
est également importante pour l’étude de la structure fine, détaillée des sys- 
tèmes puisque les transitions quadrupolaires sont du deuxième ordre. 


45° 


45° 


u 


FIG. 6.4 — Une représentation graphique des axes Ou et Ov par rapport à Ox, Oy et Oz. 
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Corrigé. 


On considère un système de moment cinétique l = 1 ; une base de son espace des 
états est constituée par les trois vecteurs propres de L; : |+1) ,[0) ,|—1), de valeurs 
propres respectives +h,0, et —h, et tels que : 


Lim) = AvV2|m1) 
L|) = L_|-1)=0 


Ce système, qui possède un moment quadrupolaire électrique, est plongé dans un 
gradient de champ électrique, de sorte que son hamiltonien s'écrit : 


où L, et L, sont les composantes de L sur les deux directions Ou et Ov du plan 
xOz, à 45 degrés de Ox et Oz ; wo est une constante réelle. 


a. Écrire la matrice représentant H dans la base {|+1) , |0) ,|—-1)}. Quels sont 
les états stationnaires du système, et leurs énergies ? (ces états seront notés 
|E1) ,|Eo) ,|E3), rangés par ordre d'énergies décroissantes). 

Lau et Ly sont les composantes de L sur les deux directions Ou et Ov du plan 
xOz, donc on a directement, d’après la figure 6.4 : 


V2 


oy + T7 (Lx -e Lsj 
Ly = hi 


On a de plus 


{ Li = La +ily 


1 
enep Ar A 


et les matrices représentant Ly et L, dans la base {|+1) , |0} ,|—1)} sont donc : 


p% y2 0 1 0 0 
L:=3 V2 0 V2 | etL,=h| 0 0 ü 
0 V2 0 NE =l 
On a donc : 
h V2 1 0 h #2 À Ü 
Lu=> 1 O0 1 tLo== Ù- À 
D 1 y2 0 L ya 
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h2 y2 i g V2 ı 0 h2 8. a 1 
se ee 
Ì 3 


Cet hamiltonien, avec ses termes non diagonaux, montre comment les états 
propres de L, sont maintenant couplés en présence du quadripôle. 


Cherchons maintenant les valeurs propres de H : 


2 

SE E e 0 
2 

h? 2 R2 2 
me _E Le =0% ss i) 2p 04 E(E°-hw2) = 0 
3 
0 w -E 

2 

et l’on a donc E1 = ħwo, E2 = 0 et E3 = —hwo. Déterminons les états 

0; 3 0 


stationnaires associés : 


e pour la valeur propre E; : 


—1 _v2 0 
i a 0 2a + V26 = 0 
ħwo _v2 1 v2 ONE V2a +28 — V2 =0 
a P i y 0 V26 -27 =0 
2 
0 + i. 
et l’on a donc 
ya 
y = B = -a 


2 
Le vecteur | E1) doit être normé, donc 


Ÿ 
la +182+hP=18(1+2+1)a? =1 «= ECM 
En posant y = 0 pour que a, 8 et y soient réels et a positif, on obtient : 
1 
JE) = 5141) — V210) — |-1)] 


e pour la valeur propre E» : 


V2 


=” ; 
Q 
= 
rwol -2 9 2 8 ]=[o eff 
| + 0 y 
2 
0 çz 4 
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Le vecteur |E2) doit être normé, donc 


1 cie 


lea 


la]? + 16? + yl? 


14 2|a|? 


V2 


En posant y = 0 pour que a et y soient réels et positifs, on obtient : 


|E2) = 


e pour la valeur propre E3 : 


V2 
fo | _V2 y Z 
a 2 
y3 
0 z 1 


et l’on a donc 


1 


Al) + |] 


LE” 


Le vecteur |E3) doit être normé, donc 


2a — V26 =0 
V2a + 28 + V2y = 0 
V28 +27 = 0 


j a 
la? +187 + hf =16 (+24? =la = se 


En posant y = 0 pour que a, 8 et y soient réels et a positif, on obtient : 


LB) = 31141) + V210) — 1-1) 


On a donc en résumé : 


avec 


b. À l'instant t = 0, le système est dans l’état : 


| (0)) 


1 
= ght — |-1)] 


Quel est le vecteur d'état |1(4)) à l'instant t ? À cet instant, on mesure L, ; 
quelles sont les probabilités des différents résultats possibles ? 
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On a, d’après les résultats de la question a : 


JE) = 31141) — V210) 1-1] 
E) = alH) + 1-1) 
(Es) = 31141) + V210) 1-1] 
et l’on a donc 
1 1 
HO) = IH -1-0 ZE) + 1) 


On peut donc en déduire le vecteur d’état à l'instant t : 


1 —iEit —iE3st ne i ewot etot 
O) = gle |En) + em] = gle E) + eot |) 
On a donc : 
1 —iwot f iwot 
WO) = z [D — V210) — 119) + e*t (+1) + V210) — 1-1) 
soit 


lyt = z (cos(wot) [+1) + iv2sin(wot) |0} — cos(wot) |-1)) 


et une mesure de L, à l'instant t peut donner les résultats : 


e +ħ avec la probabilité 


z 


P, (m = 1) = KHE) = à cos? (wot) 
e 0 avec la probabilité 

Pr, (m = 0) = (0Y)? = sin? (wot) 
e —h avec la probabilité 


Pan = —1) = KUYA) = $ cos? (wot) 


z 


c. Calculer les valeurs moyennes (Lg) (t), (Ly) (t) et (L2) (t) à l'instant t. Quel 
est le mouvement effectué par le vecteur (L) ? 


Ona: 


L} = Ls + ily 
L_ = Ls — ily 
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On peut donc en déduire : 


(La) (t) (y La (4) = - (WEI (L+ +L- ) YC) 


= A (WOI (L+ + L-) (cos(wot) +1) + iVZsin(wot) |0) — cos(wot) |—1)) 


= Z = (YA) (iVZsin(wot) |1) — cos(wot) 10) 


+ cos(wot) |0) + iv2sin(wot) |-1)) 


h ; ; 

= A (cos(wot) (+1| — iv 2sin(wot) (0| — cos(wot) (-11) 
x (iV2sin(wot) +1) + iV2Zsin(wot) |-1)) =ý 

(Ly)() = WE Lly) = = (WEI (L+ — L-) lY) 


a Se WOI (L+ — L-) (cos(wot) +1) + iv 3sin(wot) 10) — cos(wot) |—1)) 


ele Y 


= = (WA) (iVZsin(wot) |+1) — cos(wot) 10) 
— cos(wot) |0} — iVZsin(wot) |-1)) 


ñ : P 
= Ea (cos(wot) (+1| — iV2sin(wot) (0| — cos(wot) (-11) 


x (iV2sin(wot) |+1) — 2 cos(wot) |0} — iVZsin(wot) |-1)) 
=  2hcos(wot) sin(wot) = Asin(2wot) 
(Lz) (6) = (E) Le lyt) 


| 7 (GI Le (cos(wot) |+1) + iV2sin(wot) |0} — cos(wot) |-1)) 
= -E (GO) (cos) 11) + cos(unt) 1-1) 
= (e os(wot) (+1| — iv 2sin(wot) (0| — cos(wot) (11) 

x (cos(wot) |[+1) + cos(wot) |—1)) = 0 


On a donc en résumé : 


et le vecteur (L) effectue une oscillation linéaire sur laxe Oy, de pulsation 
2wo et d'amplitude A. 


d. On effectue à l'instant t une mesure de LŽ. 


(i) Existe-t-il des instants où un seul résultat est possible ? 
Les vecteurs propres de L2 sont les mêmes que ceux de L,, à savoir : 
e |+1) et |—1), associés à la valeur propre h?, 
e |0), associé à la valeur propre 0. 
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Une mesure à l'instant t de L peut donc donner les résultats : 


e h? avec une probabilité 


E1) = KHL? + (1YE)? = cos” (wot) 


$ 

5 

S 
l 


e 0 avec une probabilité 
Pra(m = 0) = |(0Y(#))[ = sin? (wot) 


On obtiendra donc à coup sûr, c’est-à-dire avec une probabilité de 1, 


T 
le résultat À? aux instants t = 2k— avec k € N, et le résultat 0 aux 
wo 


instants t = (2k + I avec k € N. 

2w0 
On suppose que cette mesure a donné le résultat 2. Quel est l’état du 
système immédiatement après la mesure ? Indiquer, sans calculs, son 
évolution ultérieure. 
Nous avons montré à la question b que le vecteur d'état [ÿ(t)) du système 
à l'instant t est 


W= 5 (cos(wot) +1) + iVZsin(wot) 10) — cos(wot) |-1)) 


L'état du système immédiatement après une mesure de L? ayant donné 
le résultat À? est donc 
i 
(D) = 
Vo=- 


L’évolution ultérieure du système sera donc celle déterminée à la ques- 
tion b, en changeant l’origine des temps : 


[+i —1-1)] = 0 


WED) = a (eleo = D) 1+1) + iVZsinfwolt — 9) 10) — cos(wo(# — 9) 1-1) 


6.7 À propos des matrices de rotation 


Enoncé. 


On considère les rotations dans l’espace habituel à trois dimensions, qu’on 
désigne par Zala), où u est le vecteur unitaire qui définit l’axe de la rotation 
et a l’angle de rotation. 
a. Montrer que, si M’ est le transformé de M dans une rotation d’angle 
infinitésimal, on a : 


OM! = OM + £u x OM 


334 Corrigés des exercices de Mécanique quantique, tome I 
i 
b. On représente OM par le vecteur-colonne | y ; quelle est alors la 
z 
matrice associée à ZA(E) ? En déduire les matrices représentant les 
composantes de l'opérateur M défini par : 
Zale) = 1+EeMu 
c. Calculer les commutateurs : 
Mas My]; May Mz]; M, Ma] 
Quels sont les analogues quantiques des relations purement 
géométriques ainsi obtenues ? 
d. À partir de la matrice représentant M+, calculer celle représentant 


aMz 


e°Mz ; montrer que Z, (a) = e ; quel est l’analogue de cette rela- 


tion en mécanique quantique ? 


Commentaires. 


Cet exercice ne traite pas vraiment de mécanique quantique, mais plutôt de 
matrices de rotation en termes mathématiques. Il existe une application en 
mécanique quantique, à savoir la détermination des relations de commuta- 
tion des composantes du moment cinétique, mais nous en reparlerons plus 
en détail dans les exercices à venir. Il est conseillé de lire le Complément 


Bvr pour traiter cet exercice. 


On considère les rotations dans l’espace habituel à trois dimensions, qu’on désigne 
par Zaula), où u est le vecteur unitaire qui définit l’axe de la rotation et a l’angle 
de rotation. 


a. 


Montrer que, si M” est le transformé de M dans une rotation d’angle infinitési- 
mal, on a : 


OM’ = OM + £u x OM 


Si M' est le transformé de M par une rotation d’angle infinitésimal € 
dont laxe a pour vecteur unitaire u (cette transformation géométrique est 
représentée sur la figure 6.5), on a alors directement, d’après la relation de 
Chasles : 

OM’ = OM + MM 
Parc MM’ ayant une longueur de €EOM. Or si € 1, on peut assimiler l’arc 
MM au vecteur MM’ orthogonal à OM et à u, de longueur OM, et tel 


que le trièdre trirectangle (u, OM, MM’) soit direct. On obtient alors bien 
la relation recherchée : 
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OM! = OM + £u x OM 


E 


FIG. 6.5 — Transformé de M par une rotation d’angle infinitésimal € autour de u. 


b. On représente OM par le vecteur-colonne ; quelle est alors la matrice 


x ee R 


associée à Zu(es) ? En déduire les matrices représentant les composantes de 
l'opérateur M défini par : 


z 
En représentant OM’ par le vecteur-colonne y’ |, en supposant que 
z 


u = ae; + be, + ce, et en utilisant la relation déterminée à la question 
a, on obtient : 


g æ a # x + eļlbz — cy) 
y |=| y |+el b |x| y |=| y+elcr- az) 
A z c z z + elay — bz) 
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Les matrices représentant les composantes de l’opérateur M sont donc : 


. Calculer les commutateurs : 


M, Mayl; M; M}; [M M] 


Quels sont les analogues quantiques des relations purement géométriques ainsi 
obtenues ? 
On peut déterminer, à partir des matrices déterminées à la question b : 


0 0 0 0 0 1 g D À 0 0 o0 
Ma M] = 0 Ô -=l 0 0 0 |—-{ 0 0 o 0 0 —1 
0 1 ð =i ğ © 1 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 ð 0 —1 ü 
= 1 0 0 |—-|[ 0 0o o |=| 1 0o 0 | =M, 
0 0 0 0 0 0 0 O0 g 
ÿ à 1 ü 1 p o 1 © #1 
My, M:] = 0 0 0 io jef ü d 0 0 0 
=}, & © 0 0 Ø 0 O0 p = p 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 g 
= o o 0 |—-| 0 0 1 |=| o 0 -1 | = 
0 1 0 0 0 0 ~i ğ 
0 =i # 0 0 p 0 0 ü g =i à 
MaM = 1 0 p te =1 lle) à ù à 1 0 ü 
0 0 o0 0 1 0 0 1 ù o 6 -ÿ 
0 O0 1 0 0 0 OR 
= o 0 0 |—-| o o o |=| 0 0o 0 | =mM, 
0 0 0 1 0 0 A D à 


On a donc, en résumé : 


Nous avons montré à la question b que 
Zale) =1+EeMu 


Or on a, d’après la relation (49) du Complément Bvr : 
Bu(E) = 1 — -eL -u 


et les analogues quantiques des composantes Mg, My et M, de l'opérateur 
L 

= = at = Ün peut ainsi en déduire que les 
| ih ih ih i 

analogues quantiques de ces relations purement géométriques sont les rela- 
tions de commutation des composantes du moment cinétique : 


M sont donc les opérateurs 
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d. À partir de la matrice représentant M, calculer celle représentant e°™M= 
montrer que Z,(a) = e%": 
mécanique quantique ? 


? 


; quel est l’analogue de cette relation en 


On a, d’après les résultats de la question b : 


ð -1 0 

M;:=| 1 0 0 

0 O0 0 

De plus 
Ù 1 0 -i à =1 0 € 
ME = 1 0 0 1 0 0 |=[ 0 -1 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
=] ð Ü 0 =1 ü 0 1 0 
ME = 0 + à 1 0 0 |={| -1 0 0 | =-M, 

0 0 0 0 O0 0 0 O0 0 


et donc Yn € N*,M®+? = — M. On a donc : 


ja +00 ar M? +00 ak M2* +00 o2k+1 M2k+1 
a z zZ z Z 
ETS = —— = = = — 
> > Gp GK + 1) 
={) k=0 
+ A 
i ok i a CEE A 


ij 
a 2k +1)! 


Il 
by 
+ 
Cu 
M 
La 
ES 
© 
ED 
p 


Or d’après la propriété précédente : 


ME = -M?, MÊ = MÈ, ..., MẸ = (151 M2 


ù MÈ = M ME = Mynn MT SDM, 
On a donc : 
Ma = -MYI atM: So a2k+1 
E= KETS 
f Fy a2k+1 
= FAIRE EAN mi + M So "EFI 


= [+ MË-cosaM?+sinaM, 


En remplaçant M, et M? par leurs expressions, on obtient : 
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cosa —sina 0 


sina COS 
0 0 


qui est bien la matrice d’une rotation d’axe Oz et d’angle a. On a donc bien 


Alaj =g 


dont l’analogue quantique s’obtient, comme nous l’avons vu à la question c, 


L 
en remplaçant la composante M, de l'opérateur M par l'opérateur a 
i 
B, (a) = e`iaLz/R 


et est bien l'opérateur obtenu à la relation (55) du Complément Bvr. 


Comme en mécanique classique, c’est la présence d’un moment cinétique qui, 
comme son nom l'indique, engendre un mouvement de rotation autour d’un 


axe. 


6.8 Rotation et moment cinétique 


Enoncé. 


Dans un problème à trois dimensions, on considère une particule dont le 
vecteur d'état est |y), et la fonction d’onde y(r) = (ry). Soit A une 
observable qui commute avec L = R x P, moment cinétique orbital de 
la particule ; on suppose que A, L? et L, forment un E.C.O.C. dans Er, 
et on désigne par |n,l, m) leurs kets propres communs, de valeurs propres 
respectives an (lindice n étant supposé discret), {(1+ 1)h? et mh. 

Soit U(4) lopérateur unitaire défini par : 


U (p) = Er 


où ọ est un paramètre réel sans dimensions. K étant un opérateur quel- 
conque, on désigne par K le transformé de K par l’opérateur unitaire U (4): 


K =U(p)KU‘(+) 


a. On pose L+ = Lg + iLy, L- = Lx — iLy. Calculer Le |n, l, m) et en 
déduire que L4, et L} sont proportionnels ; calculer la constante de 
proportionnalité. Même question pour L— et L_. 


b. Exprimer L. Ly et L en fonction de Lg, Ly et Lz. Quelle transforma- 
tion géométrique peut-on associer au passage de L à L ? 
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c. Calculer les commutateurs |X + iY, L+] et [Z,L.]. En déduire que 
les kets (X + iY)|n, l,m) et ZIn,l,m) sont vecteurs propres de 
L, avec des valeurs propres que l’on calculera. Quelle relation doit 
nécessairement exister entre m et m’ pour que l'élément de matrice 
(n'l, m| X iY |n,l, m) ne soit pas nul ? Même question pour 
(n, lU, m| Z jn, l,m). 


d. En comparant les éléments de matrice de X iY et Z à ceux de 
X +iY et Z, calculer X,Y,Z en fonction de X,Y, Z. Interprétation 
géométrique. 


Commentaires. 


L'exercice précédent représente un bon moyen de rafraîchir la mémoire du 
lecteur sur les matrices de rotation si besoin est ; le Complément Bvr est 
également intéressant dans ce but. L'objectif est ici de réaliser un change- 
ment de base par rotation autour de laxe Oz et de déduire les com- 
posantes du moment cinétique dans la nouvelle base en fonction de celles de 
l’ancienne. Les techniques sont standard et ne présentent pas de difficulté 
particulière. Le résultat final donne une interprétation géométrique simple, 
comme le demande l'énoncé. 


Dans un problème à trois dimensions, on considère une particule dont le vecteur 
d'état est |Y), et la fonction d’onde y(r) = (rl). Soit A une observable qui com- 
mute avec L = R x P, moment cinétique orbital de la particule ; on suppose que 
A, L? et L, forment un E.C.O.C. dans &,, et on désigne par |n, l, m) leurs kets pro- 
pres communs, de valeurs propres respectives a, (l'indice n étant supposé discret), 
(+1)? et mA. 

Soit U(@) l'opérateur unitaire défini par : 


où ọ est un paramètre réel sans dimensions. K étant un opérateur quelconque, on 

désigne par K le transformé de K par l’opérateur unitaire U(@) : 

K =U(e)KU\(e) 

a. On pose L4} = Lg + iLy, L- = Lg — iLy. Calculer L4 |n, l,m) et en déduire 
que L, et L4 sont proportionnels ; calculer la constante de proportionnalité. 


Même question pour L— et L. 


Ona: 


Lylnlm) = U(e)LaUt(o)Inl,m) = evieE-/L eE» n, l,m) 


PE A In,l,m) 
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Lln, m) = VIF -=m ee aff hmt 
= yll +1)-m( Iere iate n mA 


aF In, l, Woi 


Cette relation est vraie pour un ket propre |n, l, m}, mais elle reste vraie pour 
n'importe quel ket |Y} du fait que ce dernier peut se décomposer sur la base 
que forment les kets propres |n, l,m), {A, L?, L,} étant supposé former un 
E.C.O.C. On a donc 


bi = eP Ey 
On a, de la même manière : 
_imbm) = U(p)L-Ut(¢) |n, l,m) = e7®?E/7E_eteL:/h in, 1, m) 
= ee iLi In, l,m) 


= hVA( +1) - m(m = 1eme i?i n, 1, m— 1) 
= WIU- mm he e m=i 


= eL._|n,i,m) 


et donc 


b. Exprimer La by et L en fonction de Lr, Ly et Lz. Quelle transformation 
géométrique peut-on associer au passage de L à L ? 
On a : 


L 
l E A aa aiia 
E= Lem iLa 1 
Ly = =(L; — L 
u= z(L+-L-) 
Par conséquent : 
Le = =E +L_)= (e? Ly +e?L_) = se (La Fil) te (Le ibg 


= cosypl,;+sinçpl, 


3 ia ~ le $ URE à i : 
È = Ds E)= g (e Ly- e? L) = EE (e (La +iLy)— (Le — iLy)) 
= —sinyl, +cosyLy 


On a de plus 
L= U(g)L.UŸ(e) = etela], eiPlalh c p tebeh pLafRy, = D 


On a donc, en résumé : 


Lx = cos PL +sinypLly 


Ly = — sin yLgz + cos yLy 
L= L 
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et l’on passe donc de L à L en effectuant une rotation d’axe Oz et d'angle y, 
ce qui est normal du fait que l’opérateur U(@) est l’opérateur rotation d’axe 
Oz et d’angle y d’après la relation (55) du Complément Bvr. 


c. Calculer les commutateurs [X + iY, L.] et [Z, L.]. En déduire que les kets 
(X +iY)În,l,m) et ZÎn,l,m) sont vecteurs propres de L, avec des valeurs 
propres que l’on calculera. Quelle relation doit nécessairement exister entre 
m et m pour que l'élément de matrice (n', l, m| X iY |n, l, m) ne soit pas 
nul ? Même question pour (n', V, m'| Z |n, l, m). 

Ona L, = XP, — YP,, d'où : 


PESAT] AEA = Y= [A EDAR] = [XEY YF] 
= [AKA A YRT i YR] 
= HABA YTRI =A TA] Y A F1 
= FAX —iħY 
soit 


et 


|Z, L4] = |Z, XP, — Y P,] = [Z, XP,] - [Z,Y P,] = 0 


On a donc : 

LAX ÆaVilnbm) = {A EY L ln, km) Æ (AE ET Ni Em) 
= mA(X +HiY)in,l,m) A(X EY alnim) 
= {ml +iY)n,l,m) 

lZwbm = ŽL wh m = mhz n lim 


Les kets (X iY) |n, l, m) et Z |n, l, m) sont donc vecteurs propres de L, avec 
les valeurs propres (mæ+1)h et mñ, respectivement. On a donc nécessairement 
(X +4Y)in,l,m) a In,l,mæ+1) et admi x |n,l,m), donc : 


e l'élément de matrice (n', l’, m| X+iY |n, l, m) sera non nul sim’ = m1, 


e l'élément de matrice (n’, l, m’'| Z |n, l, m) sera non nul si m’ = m. 


d. En comparant les éléments de matrice de fin iY et Z à ceux de X iY et 
Z, calculer X, Y, Z en fonction de X , Y, Z. Interprétation géométrique. 
On a, par définition : 
(n'l, m| XEY nm) = (n, l',m|U(e)(X +iY)UŸ(p) In, l,m) 
= dw lm] peeun y + iY jerLz/h In,l,m) 
= (n, l! m| e ŸTe(X + iY)ei"e |n,l,m) 
= emme (n'l m| X iY |n,l,m) 


Or nous avons vu à la question c que élément de matrice 
(n'l, m| X iY |n,l, m) sera non nul si m’ = m + 1. On a donc 
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De la même manière : 
(n',l'ym|Zin,l,m) = ei(n-0)6 (n!,l',m'|Z In,l,m) 


Or nous avons vu à la question c que l’élément de matrice (n’, l’, m| Z |n, l, m) 
sera non nul si m’ = m. On a donc 


(n'l, m| Z jn, l,m) = (n, l, m| Z |n, l,m) 


On en déduit : 


Pe ï | à 
eTEN FOT | X = = [eP (X + iY) + e? (X —iy)] 
X +iY = X +i =e ir(X +iY) 2 
—— = Là | . z 1 ; r 
X-iY =X -iY =X -iY) SA F= jle X iY) X —iY)] 
= 28 
Z=2 
Z=2 
soit 


X = cospX +sinçpY 


Y = —sin yX + cos yY 
Z=z 


Ces relations liant X i Y, Fax , Y, Z sont rigoureusement les mêmes que celles 
liant Lz, Ly, Lz à Le, Ly, Lz déterminées à la question b, et l’on passe donc de 
R à R en effectuant une rotation d’axe Oz et d’angle w, ce qui est, une fois 
de plus, normal du fait que l’opérateur U (p) est l'opérateur rotation d’axe 
Oz et d’angle y d’après la relation (55) du Complément Bvr. 


6.9 Fluctuations et mesures du moment cinétique 


Enoncé. 


Soit un système physique de moment cinétique fixé l, d'espace des états € 
et de vecteur d'état |Y) ; son opérateur moment cinétique orbital est désigné 
par L. On suppose qu’une base de £; est constituée par 21+1 vecteurs propres 
|l, m) de L, (—l < m < l), associés aux fonctions d’onde f(r)Y;™ (0, p). On 
désigne par (L) = (y| L |y) la valeur moyenne de L. 

a. On commence par supposer que : 


(Lz) _ (Ly) = 0 


Quels sont, parmi tous les états possibles du système, ceux pour 
lesquels la somme (AL,;)? + (AL, )? +(AL,)? est minimale ? Montrer 
que, pour ces états, l'écart quadratique moyen ALa de la composante 
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de L sur un axe faisant avec Oz un angle a est donné par : 


ALa = mfisina 


b. On suppose maintenant que (L) a une direction quelconque par rapport 
aux axes Oxyz ; on désigne par OXY Z un trièdre trirectangle direct 
dont l’axe OZ a même direction et même sens que (L), l’axe OY étant 
dans le plan xOy. 


(i) 


(ii) 


(iii) 


Montrer que l’état |Ÿo) du système pour lequel 


(AL x }? + (ALy }? + (ALz} 


est minimal est tel que : 


(Lx +ily)[Vo) = 0 
Lz |Ÿo) lh |o) 


Soit ĝo l’angle entre Oz et OZ, po l'angle entre Oy et OY ; établir 
les relations : 


II 


o i o ; 
Lx+ily — cos né F0, — sin? 7e %°L- —sindoL. 
0 o i 0 o i 
Lz = sin = cos 5€ #0L4 + sin Z cos Ze? + cos do L. 


En déduire que, si l’on pose : 


lo) = ` dm |l, m) 


of T 
PEENE N aa 
2 l—m 


Exprimer dm en fonction de dı, 0o, Yo et l. 


ona: 


Pour calculer dı, montrer que la fonction d’onde associée à |Yo) est 


: l 
harze u 


i f(r) [où c est déterminé par la relation 
7 


NI 
(D-20) du Chapitre VI], celle associée à |}, l) étant cı Gus 
T 
En remplaçant, dans cette expression de #o(X, Y, Z), les variables 
X,Y et Z par leurs valeurs en fonction de x,y et z, en déduire 
l'expression de d; et légalité : 


, bo l-m bo l+m se: (21)! 
dm = | sin — 29; impo 
(sn 2 ) (es 2 ) CE m) m)! 
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(iv) Le système étant dans l’état |o), on mesure L,. Quelles sont les 
probabilités des différents résultats possibles ? Quel est le résultat 
le plus probable ? Montrer que, si l est très supérieur à 1, on trouve 
des résultats qui correspondent bien à la limite classique. 


Commentaires. 


Cet exercice fait suite aux précédents, en particulier aux exercices 7 et 8, et 
ne devrait pas être traité sans avoir une compréhension ferme des matrices 
de rotations et des changements de base. Les mathématiques ajoutent ici 
un niveau de complexité supplémentaire, même si la physique demeure la 
même. Cela prouve l’importance de choisir attentivement la base de manière 
intelligente pour faciliter les calculs et extraire correctement la physique en 
jeu. La quantité dm qui intervient à la question b n’est pas facile à interpréter, 
mais est nécessaire pour déterminer les probabilités des divers résultats de | 
mesures. 


Soit un système physique de moment cinétique fixé l, d'espace des états & et de 
vecteur d'état |Y) ; son opérateur moment cinétique orbital est désigné par L. 
On suppose qu'une base de €, est constituée par 21 + 1 vecteurs propres |l, m) de 
L, (—l < m < l), associés aux fonctions d’onde f(r)Y;” (0, p). On désigne par 
(L) = (| L |y) la valeur moyenne de L. 


a. On commence par supposer que : 


(Lx) = (Ly) =0 


Quels sont, parmi tous les états possibles du système, ceux pour lesquels la 
2 


2 2 se < 
somme (ALz) + (AL,) + (AL,)” est minimale ? Montrer que, pour ces 
états, l'écart quadratique moyen AZ, de la composante de L sur un axe 
faisant avec Oz un angle a est donné par : 


AL — h/Esino 
2 


On a, du fait que (Lz) = (Ly) = 0 par hypothèse : 


(ALs)? + (AL) + (AL) = (L3) + (L3) + (LE) — (Le) = (L°) — (La)? 


Or : 
(L?) — (Ly? = (l, m| L? |l, m) — ((l, m| L |l, m)? =I + D? - mr? 


l étant fixé, cette quantité sera minimale si m? est maximal, c’est-à-dire si 
m = l, et donc dans les états |l, —l) et |l, +l), et elle sera alors égale à 
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1h2. C’est logique car si un moment cinétique classique L est orienté selon 
Oz (parallèlement ou antiparallèlement), alors sa projection sur l'axe vaut 
+L. On trouve un résultat similaire pour un moment cinétique quantique : 
m = +l, où m est la valeur propre de la projection du moment cinétique 
sur Oz et l est associé à la valeur propre du moment cinétique lui-même. En 
notant La la composante de L sur un axe faisant avec Oz un angle 0 = a, 


on a 
LA = sin acospL, + sin asin yLy + cos aL, 
et donc 
L? = sin? ocos pL? + sin? asin” pL? + cos? al? + sin? a cos y sin @(Lx Ly + LyLx) 
+ cos a sin a cos @(LxL; + L;Lx) + cosasin asin (Ly Lz + LzLy) 
Or on a 
Le dut 
Lg = Le #6 5 E= g 7 
Lo = Lg- ily l 
= 44 L-) 
et donc 
Lil = (Le til) Le Fil) = LE + Li File, Ly] = LL +RE 
et | 
[Ep b-a] = bygi L-E = 2AL 
(L4,L_], =LiL_+L_L, =2(L?- 1?) 
Par conséquent : 
L? = sin? acos? yL? + sin? asin? pL? + cos? aL? + sin? a cos y sin @(Lz Ly + LyLx) 


+ cos a sin a cos y(LrLz + LzLz) + cos asinasin (Ly Lz + LzLy) 


1 : ; | 
= 7 sin” a cos” plL? pL LL- +L_L4) 
ii i 
= sin? a sin? p(L? LL = Iyk- L-ly)teor ab 


1 l 
+7 sin? a cos 6 sin (L4 fe E de DR Et ble = fe Eu) 


+ cos a sin a cos @(LrL: + LzLz) + cos asinasin y(LyLz + LzLy) 


Or les valeurs moyennes de L4, L— (et donc Lg, Ly, LL, LLa, LyL:,L:Ly), 
L? et L? sont toutes nulles dans l’état |}, +1), donc : 


à 1 ; 1 ; 
(Le = q sin acos? o (L4 L- + L_L+) + J sin a sin o (L4L- + L_L+) 
+ cos? a(L2 


= > sn alL? = L2\ + cos? a{L2\ = [CE + 1)A? — 12h71 sin? à + (2h? cos? a 


1 

2 
1 

= z” sin? à + I?R? cos? a 


et 


(La) = cosa (Ly) = +iñcosa 


On a donc bien, au final : 
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AL 


Pour & = 
(Lx) = (Ly) 
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a = 4/(L2) — {La}? = Lin in? à + PR cos? à — PRE cos? à = Mf sin a 


du fait que0w<a<r. 
T 
9? 


ALa = 0, ce qui signifie que (L) est orienté selon Oz et 


0, comme discuté ci-dessus. 


b. On suppose maintenant que (L) a une direction quelconque par rapport aux 
axes Oxyz ; on désigne par OXY Z un trièdre trirectangle direct dont l’axe 
OZ a même direction et même sens que (L), l’axe OY étant dans le plan 


xOy. 


(i) 


(ii) 


Montrer que l’état |Yo) du système pour lequel 
(ALx}? + (ALy}? + (ALz} 
est minimal est tel que : 


0 
lh |o) 


(Lx +iLy) |Vo) 
Lz |o) 


On se trouve ici dans le même cas qu’à la question a, à savoir 
(Lx) = (Ly) = 0, et le moment cinétique est en moyenne orienté selon 
OZ. D'après les résultats de la question a, en gardant pour les vecteurs 
propres de Lz la même notation que pour ceux de Lz, les deux vecteurs 
propres de Lz qui permettent de minimiser (ALx)?+(ALy)?+(AL;)? 
sont les états |l, M = —l) et |l, M = +). Or, par hypothèse, l’axe 
OZ a même direction et même sens que (L), ce qui implique que 
flo) = |l, M = +1). On a donc bien : 


(Lx +ily)ldo) = 0 
LzlYo) = lh|ÿo) 


Soit 00 l'angle entre Oz et OZ, po l'angle entre Oy et OY ; établir les 
relations : 


TAE: + 
Lx +iLy = cos se mb — sin? See — sin bo L+ 


Lz 


0 bo _; 0 bo ; 

sin £ cos CS + sin cos Leto L_ + cos 00L: 
2 2 2 2 

En déduire que, si l’on pose : 


Ivo) = X dm |l, m) 


m 


Oo ion Sl 1 
de = tan 20 Eipo E 
2 l-m 


ona: 
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L L; 
baie À 4 
” Yo TX 6) 
E Lz 
po 00 
L,=L 
ARE FL 


F1G. 6.6 — Définition des angles @ et po. 


Exprimer dm en fonction de dı, 0o, Yo et l. 
Les angles ĝo et po sont définis comme illustré sur la figure 6.6. 
On a donc : 


Lx = cos oL} — sin foL; = cos ĝo (cos 0 Lx + sin yoLy) — sin 0o Lz 
Ly = L} = — sin pols + cos poLy 
Lz = sin 0o Li + cos 8o L; = sin ĝo (cos voLx + sin poLy) + cos 0o Lz 


On a donc d’une part, d’après les expressions de Lẹ et Ly en fonction 
de L4 et L— déterminées à la question a : 


Lz =  sin6ocosvoLz + sin ĝo sin voLy + cos ĝo Lz 

= : sin ĝo cos po(L+ + L_) + = sin ĝo sin po(L+ — L_) + cos ĝo Lz 

= : sin (cos po — à sin ÿo)L+ + : sin 40 (cos po + à sin ÿo)L- + cos ĝo Lz 
soit 


00 


0 ; 0 d ; 
Lz = sin + cos 3 "P0L, + sin à cos T + cos bo L; 


et d’autre part : 


Lx +iLy = (cosĝo coso — isin po)Lz + (cos ĝo sin po + i cos po)Ly — sin 0o Lz 
= 3 (cos Øo cos go — isin po) (L4 + L-) 
+> (cos Oo sin po + i cos po)(L+ — L_)—sin6oL; 
— > [cos ĝo (cos po — isin po) + cos yo — i sin po] L+ 
+ [cos ĝo (cos po + isin po) — cos po — isin yo] L- — sin fo Lz 
= z0 + cos dp)e Pi Ly 3 (cos bo — 1)eŸ?0 L_ — sin bo Lz 


soit 


Da bo ; 
Lx +iLy = cos? LE — sin? TMD — sin bo L+ 
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0 0 
du fait que cos = 2 cos? 7 -1 = 1- 2sin? F- Si l’on pose 


lyo) = 5 dm |l, m), on a donc immédiatement, d’après les résultats de la 


m 
question (i) : 


(Lx +iLy)lwo) =0 
Lz bo) = 1h |po) 


(Lx +iLy)J dm |l, m) =0 
< 


e 
Lz} dm lim) =h) dm |m) 
i m 


8 Š 
cos? Le io > dmħ4/L(L +1) — mm +1) |!,m +1) 
2 m 


8 P 
— sin? atei D dmħy/I(l + 1) — mm — 1) |l, m — 1) — sin 8g Y` dmmä |l, m) =0 
i a 


a) a) ; 
< sin £ cos Le #?0 JS dmh/i(t +1) -m(m+1)|l,m +1) 
2 2 L 


0, 8o ; 
+ sin = cos ze > dmh/l(t +1) — mm — 1) |l, m — 1) + cos 09 > dmmħ |l, m) 
m m 


= E dmh hm 
m 


0 
En multipliant la première relation par sin z et la seconde par cos T 


on obtient : 


8 Q i 
ma cos? = bi ` dm4/I(l+1)— m(m+1)|l,m +1) 
m 


Oo à a) 
— sin Fe OT dx 1( +1) — mm — 1) |l, m — 1) — sin = sin 60 X dmm |l, m) = 0 
m m 


8 0 i 
ii cos? e J dm4/I(l+1)— m(m+1)|l,m +1) 
m 


a) ðo ; 0, 
+sin => cos? et > dm /l( +1) — mm — 1) |l, m — 1) + cos : cos ĝo J dmh |l, m) 
m 


m 


Soes ~ 
= cos > 2 dm! |l, ) 
En faisant enfin la différence de ces deux relations, on obtient : 
sin 20 e590 N° dm VI +1)—m(m—1)ll,m—1) 
2 PE | 


= cos 2 D dml |l, m) — (cos 2 cos ĝo + sin 2 sin do) D dmm |l,m) 


m 


soit 
Oo : 
sin qae 2 dm VI +1)-m(m—1)|},m—1) 
> MS a t|l m) — cos © Yad m|l, m) 
re 9 _ m Ei 2 = m bi 
ou encore 


tas Po eteo Lan +1) — mm1) |l, m- 1) = D dm(l— m) |l, m) 


m 
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et l’on obtient ainsi la relation de récurrence : 
do . 
tan Ter VI +1) -m(m+Tldmi = dm(l— mM) 
bo : 
& tan LA VE + m+ D mdmy = dall- m) 


o ; l 1 
dm = tan Lei, ME LE. AN 
2 l—m 


qui est bien la relation recherchée. En utilisant cette relation, on obtient : 


Oo ; l 1 
dm = tan 2e., Aad  . 
2 l—m 


soit 


II 
TS 
et 
re] 

5 

|5 


+. (21)! 


(21)! 
G+m)lQ = mt) | 


(iii) Pour calculer dı, montrer que la fonction d'onde associée à |o) est 


Vo(X, Y, Z) = qg 


7 f(r) [où « est déterminé par la relation 
F 


a)l 
(D-20) du Chapitre VIJ, celle associée à |}, l) étant due En 
r 


remplaçant, dans cette expression de 0(X, Y, Z), les variables X,Y et 
Z par leurs valeurs en fonction de x,y et z, en déduire l’expression de 
d et légalité : 


E , bo l—m bo l+m . (21)! 
= (eng) (or) em 


On a, d’après la relation (D-20) du Chapitre VI : 
diu(r,8,p) = Yi (0, p) f(r) = a(sin0)'e"? f(r) = c (sin O(cos p + ising)) f(r) 


Or on a x = rsin ĝ cosy et y = r sin O sin y, d’où : 
p et y P, 
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i l 
drag 2) = a ELA fo) 


Comme |Ÿo) = |, M = 1), on a : 


i l 
Vo(X, Y, Z) = a ALT fir) 


Les expressions de X, Y, Z en fonction de x, y, z sont les mêmes que celles 
de Lx, Ly, Lz en fonction de Lg, Ly, Lz déterminées à la question (ii), 
à savoir 


X = cos ho cos pox + cos 0o sin poy — sin 002 
Y = — sin yox + cos poy 
Z = sin 6 cos pox + sin 0o sin yoy + cos oz 
De la même manière que nous avons montré à la question (ii) que 
; B 20o i soi ÉD ien : 
Lx +ily = cos —e L, — sin 2° L_ — sin bolz 
0 ; Oo ; 
= cos? a. (Le dites Ten (Lz — iLy) — sin fo Lz 


on à 


bo _; @ : 
X +iY = cos’ e (x + iy) — sin? ii (x — iy) — sin 602 


et donc 
HOAT = à Cet f(r) 
= q ai [eo Sate (x + iy) — sin? Le 180 (x — iy) — sin foz | 
(x +iy) 


et, comme |Yo) = 2m Emy et rail, y,2) = a nr n d’après 


ce qui précède, on put ainsi en déduire tout de suite, par identification : 


En utilisant le résultat de la question (ii), on en déduit donc : 


NT ds (21)! 
dm = (tan Mee Le US 
( 7 2) e Fm- mh” 
2 21 
= tan 2 saraje (21)! cos Bo e7*!Po 
(lL+m)!(l— m!) 2 


sin 8o di cos 8o = e mPa U o cos do d 
2 J (l+ m)l — m!) 3 


soit 


Corrigés des exercices du Chapitre VI 351 


= (s0) ( j es Po 


(iv) Le système étant dans l’état |0), on mesure L,. Quelles sont les 
probabilités des différents résultats possibles ? Quel est le résultat le 
plus probable ? Montrer que, si l est très supérieur à 1, on trouve des 
résultats qui correspondent bien à la limite classique. 

l 
Du fait que |Ÿo) = +, dm |l, M), une mesure de L, peut donner chacun 


m=-—l 
des résultats mA, —l < m < l avec une probabilité : 
— A (21)! sar f a 
Pr, (m) = |l, mlbo)| = Idm| = re-a LPS cos 5 


d’après les résultats de la question (iii). Cette expression dépend de l, 
qui est fixé, de m, qui varie entre —l et +l, et de 0o, qui est lui aussi 
fixé mais inconnu. Il est impossible de dériver Pz, (m) par rapport à l 
ou m du fait que ces deux paramètres sont entiers et non réels. On a en 


. > 00 
2 
revanche, en posant x = sin as 


(2)! 


drak- U 


Pr, (m) = 


et donc 


2. (m) =0 $ (met 112) (mel (1-a) t-t = 0 
Si x = 0 (do = 2kr,k € Z) ou x = 1 (00 = m + 2kr,k € Z), toutes 
les probabilités sont nulles à l'exception de celles relatives à m = l et 
m = —l, respectivement, et les résultats les plus probables (en toute 
rigueur, les seuls résultats possibles) sont alors lñ et —lħ respective- 
ment. Si x Æ 0 et x Æ 1 (fo Æ kx,k € Z), on peut diviser l'expression 


précédente par x! 7™71(1 — x)! +™-1 et l’on obtient ainsi 


0 
(-m)(i-zx) = (l+m)r & l-m = rs m = (1 2x = (1 2 sin? 2) t= eosto 


et le résultat le plus probable est alors mh avec m l’entier le plus proche 
de Lcos 0o. 


Si l’on a maintenant l? 5 1, il existe un grand nombre d'états |l, m) 
possibles du fait que —l < m < +l, et une mesure de L, peut donner 
les résultats —lñ, — (l — 1)ñ,...,—ñ,0, ñ, ..., (1 — 1)h, lñ. Ces résultats, 
compte tenu de la faible valeur de À, varient donc de manière quasi con- 
tinue. Cela signifie que l’on peut considérer que n’importe quel résultat 
est possible lors d’une mesure de L,, et la quantification du moment 
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cinétique n’est plus visible (mais toujours présente). Expérimentalement, 
même si les résultats sont clairement séparés (quantifiés), comme dans 
l'expérience de Stern et Gerlach, les résultats fusionnent à cette limite et 
il devient virtuellement impossible de distinguer chaque résultat (bien 
qu’ils soient toujours quantifiés). Par analogie, les charges électriques 
sont quantifiées, toute charge électrique est multiple de la charge élec- 
trique élémentaire e, mais comme la charge électrique est toujours beau- 
coup plus grande que e à l’échelle mésoscopique, la charge électrique 
apparaît comme continue. Cela correspond à la limite classique. 


6.10 Relations de type Heisenberg pour les 
moments cinétiques 


Enoncé. 


Soit J l'opérateur moment cinétique d’un système physique quelconque, de 
vecteur d'état |Y). 
a. Peut-on trouver des états du système pour lesquels les écarts quadra- 
tiques AJ,, AJ, et AJ, sont simultanément nuls ? 


b. Établir la relation : n 
AR AJ, >N 


ainsi que celles obtenues par permutation circulaire de x,y et z. 


Soit (J) la valeur moyenne du moment cinétique du système. On sup- 
pose que les axes Oxyz sont choisis de sorte que (Jz) = (Jy) = 0. 
Montrer que : 

(A) + (AJ)? > A (J2) | 


c. Montrer que les deux inégalités établies dans la question b se réduisent 
simultanément à des égalités si et seulement si J} |y} = 0 ou 


J- lé) =0. 


d. Le système considéré est une particule sans spin pour laquelle 
J=L=RxP. Montrer que lon ne peut avoir à la fois 

h 
AL, - AL} = 5l (Lz) | et (AL)? + (AL,)? = A| (Lz) | que lorsque 


la fonction d'onde du système est de la forme : 


y(r, 0,9) = F(r,sin0 e+*?) 


Commentaires. 


Dans cet exercice, la question d propose de chercher létat qui minimise 
les fluctuations d’un système quantique. Il est intéressant de constater que 
la fonction d’onde qui minimise les fluctuations est celle qui présente la 
situation la plus symétrique. Les énergies relatives des orbitales atomiques 
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de l’atome d’hydrogène, vu leurs divers niveaux de symétrie (cf. Chapitre 
VII), sont à ce titre édifiantes. 
Corrigé. 


Soit J l'opérateur moment cinétique d’un système physique quelconque, de vecteur 
d'état |Y). 


a. Peut-on trouver des états du système pour lesquels les écarts quadratiques 
Az, AJ, et AJ, sont simultanément nuls ? 


Du fait que les composantes Jz, Jy et J du moment cinétique ne commu- 
tent pas entre elles, il n’existe pas d'état du système pour lequel les écarts 
quadratiques AJ,, AJ, et AJ, sont simultanément nuls. 


b. Établir la relation : h 
AJ - AJ, > Zl (J| 


ainsi que celles obtenues par permutation circulaire de x,y et z. 


Soit (J) la valeur moyenne du moment cinétique du système. On suppose que 
les axes Oxyz sont choisis de sorte que (J,) = (Jy) = 0. Montrer que : 


(AJ)? + (A3)? > À] (Ja | 


Considérons le ket 


où À est un paramètre réel quelconque. On a : 


(o) = Ge — iAy) (Je + EX) 1) = (OI J + iA (a, Jy] + NE |) 
= (p| J2- AR, +A? l) = (J2) — Ah (Ja) +A? (J2) > 0 


Le polynôme de degré 2 en À (J2) — Ah (J+) +A? (J2) a donc un discriminant 
ASR (Jay 4 (Ja) (Ig) 
négatif ou nul, ce qui implique 
Haugs Tia 


On peut donc en déduire : 
AJ: AJ, = y (I2) — (I ID- QU = B (2) > FI 


du fait que (J3) = (Jy) = 0 et l’on obtient, par permutation circulaire de z, y 


et z, les relations 
|(Ja)|| et [AZ + AJz > 5 (Jy) 


AJAL > 


DIS 
DIS 
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On peut en déduire directement : 


(AJ)? + (AJ)? = (Ads — Ad)? + 2AJ3 - Ady > 2AJ3 AJ > R|(J)| 


c. Montrer que les deux inégalités établies dans la question b se réduisent simul- 
tanément à des égalités si et seulement si J4 |Y) = 0 ou J- |) = 0. 


On a : 
h h 
l ARAR EA l AJAR = N 
2 a 2 
(ART FAR = EKIA (ARADI HAR Ahh 
h 
= J2) 


Alp Ah = 
PEN 2 
(AJs — Ady}? =0 


du fait que (J3) = {Jy = 0. Or on a : 


{ Les 


do =y "a LJe- JD) 
et donc 
Lane AJ, = 21) 
ur = Al) 
= (== Sia 
il R 
L "i (Je +9) lp) = 5 
iy (J+ — J-)? 4) = =) 
| LUE + PE + I + Jde lé) = BIG) 
© 
T J} +J- JJ- -J-J ju = -È I) 
p| JE D) + l JE ly) =0 
ii t (yl JJ- Bi (YI J- J+ Y) = 2A (J2) 
Or 


dede = (aE Fi =h ti Fian E 


Corrigés des exercices du Chapitre VI 355 


On a donc 
Qt J+J- lll JT lb) = 2 IP- lp) = 2h (JL) S l IP- y = A 
d’où 


{ ldd- [d) = h[(JL)]+R(L) =hR 
(| J- JT, ly) = A| (Ja) — RL) = A( 


et l’on a donc deux possibilités : 


e si (Ja) 20, (Y| J- J+ lb) =0 & |74 l) |? = 0 & J4 lY) = 0, 
e si (Ja) <0, (Y J+J- lW) =0 & |J- l) |? = 0 & J- |y) = 0. 


On a donc bien 


h 
Az: AJy = 3 |(J2)l Pe Jp =0 


(AJF + (AJ) =h|(J)| J_ |Ÿ) =0 


En d’autres termes, les deux inégalités établies dans la question b se réduisent 
simultanément à des égalités si et seulement si |y} = |l, +1), c’est-à-dire 
m = +l et la valeur moyenne du moment cinétique est alors orientée selon 
Oz ((Jz} = (Jy) = 0), ce qui est en accord avec les résultats de l'exercice 
précédent. 


d. Le système considéré est une particule sans spin pour laquelle 
J=L=RXxP. Montrer que l'on ne peut avoir à la fois 


h 
ALz: AL} = a (L.)| et (AL)? + (AL,) = h|(L.)| que lorsque la 
fonction d’onde du système est de la forme : 


d(r,0,@) = F(r, sin 0 er) 


D'après les résultats de la question c, on ne peut avoir à la fois 
h f 
ALe: ALy = 5| (L:)| et (ALa)? + (ALy)? = ħ (L2) | que si L+ |y) = 0 


ou L- |y) = 0. Si L4 |y) = 0, le vecteur d'état |Y) de la particule est néces- 
sairement de la forme 
l) = D alt) 
l 


et inversement, si L— |Y} = 0, on a 
=J aki) 
i 


Or on a Y} (0, p) = a (sin @)!el? d’après la relation (D-20) du Chapitre VI, et 
Y (0, p) = a(sin0)le-"# d’après la relation (29) du Complément Avr. On 
a donc 


FY ayi O, p) = fir) Y ma(sinde*)! si Lilÿ)=0 


POLAE] 6 Dave (0) = F9) waline) si L |) —0 
l l 
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et l’on a donc bien 


p(r,0, p) = F(r, sin 0 e* 


6.11 État minimisant les fluctuations du 
moment cinétique 


Enoncé. 
On considère un oscillateur harmonique à trois dimensions, dont le vecteur 


d'état |Y} est 
IV) = |ax) 8 lay) @ la) 


où |ax),lay) et |az} sont des états quasi classiques (cf. Complément Gy) 
pour des oscillateurs harmoniques à une dimension se déplaçant respective- 
ment le long de Ox, Oy et Oz. Soit L = R x P le moment cinétique orbital 
de l’oscillateur à trois dimensions. 
a. Établir les relations : 
(L) = iħñlaraž 


y az Qy) 


hiy lasl? + layl? 


ainsi que les relations analogues pour les composantes de L sur Ox et 
Oy. 


AL, 


b. On suppose maintenant que : 
(Lz) = (Ly) = 0,(L,) = àh > 0 


En déduire que œ, est nécessairement nul. On fixe alors la valeur de À, 
et on cherche à minimiser AL; + AL,, ; montrer qu’on est conduit à 


choisir : 
= = À ipo 
y = —ið&y = 5° 


(où po est un nombre réel quelconque). Les expressions AZ, +: AL, 
et (AL,)? + (AL,)? ont-elles dans ce cas les valeurs minimales 
compatibles avec les inégalités obtenues dans la question b de l’exercice 
précédent ? 


c. Montrer que l’état d’un système pour lequel les conditions précédentes 
sont réalisées est nécessairement de la forme : 


ly) = X cx(aa) Arnika) 


k 
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avec : 


(ai + iat)" 


Nash ini) = A ns Ga Gr =0) 
ar 2/9 ; 
cka) = eT lel 72: ag = etA 


vkl 


(on pourra s'appuyer sur les résultats du Complément Gy et sur ceux 
du § 4 du Complément Dvr). Montrer que la dépendance angulaire de 
|Xna=k,ng=0,n:=0} est (sin 0 e? )F. 

On mesure L? sur un système dans létat |}; montrer que les 
probabilités des différents résultats possibles sont données par une 
loi de Poisson. À quels résultats peut conduire une mesure de L; 
consécutive à une mesure de L? ayant donné I(l + 1)h? ? 


Commentaires. 


Cet exercice conclut ce chapitre à la perfection, il est similaire au précé- 
dent mais se concentre sur les états quasi classiques. Les résultats et les 
méthodes requises sont particulièrement élégants, une fois de plus basés sur 
les symétries de la fonction ď’onde. Des parallèles sont possibles avec d’autres 
méthodes utilisées par exemple avec l’oscillateur harmonique (et les opéra- 
teurs a et at). Il est conseillé d’avoir traité les deux exercices précédents 
avant de tenter celui-ci, mais ce n’est pas obligatoire. 


On considère un oscillateur harmonique à trois dimensions, dont le vecteur d'état 
|Y) est 

lY) = laz) 8 lay) 8 la) 
où |azr) ,|ay) et |a,) sont des états quasi classiques (cf. Complément Gy) pour des 
oscillateurs harmoniques à une dimension se déplaçant respectivement le long de 
Ox,Oy et Oz. Soit L = R x P le moment cinétique orbital de l’oscillateur à trois 
dimensions. 


a. Etablir les relations : 


(L-) = ih(asa, — day) 


AL, ħ4/ lasl? + layl? 


ainsi que les relations analogues pour les composantes de L sur Ox et Oy. 


On a d’une part : 


(La = (d| La |d) = (araya XP — Y Py las Gyas) 
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Or í 


comme ür Or y) = üy Or Qy, az) et Gy Orry a) = Ay |[Ax, Ay, Az 
On a d’autre part : 


{ee =; (ar ayaa] (XPy — Y Pr} anaya) 
= —h? (az, ay, az| (azal — af ay)? az, ay, az) 
= -K (ax, ay, aala? ai? + Halaz — azal al ay — akarayai |@x; Qy; az} 


pa = KIET ax)ai,ay — ak ax (1 + al ay) (ax, ay, az) 


= Fa + ar af Aal ay — azl? — |ayl?) 


= —ÿ? (as; dy, a; | a2 ai? + 


du fait que [az, af] = [ay, aj] = 1. Au final : 


AL, = (L2) — (L:)? 


= y- (a2a;? + a*2a 


— 2lar/?layl? — lasl? — layl?) +A? (aray 


y ax ay)? 


enj EN 


= p2 2 2 2 
= -f C + a*2a 


2 2layl? = larl? — Jayl?) + h2(o2a$2 + aÿ2a2 — as? lay?) 
soit 

AL, = ħy |as|? + |ayl? 
On obtient des relations similaires par permutation circulaire de x,y et z : 


(Lx) = iħ(ayaž — ayaz) 
(Ly) = ih(azar — 030x) 


ALe = fiy layl + læs” 
ALy = ñy larl? + |a:[? 
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b. On suppose maintenant que : 
(Lx) = (Ly) = 0, (L2) = Añ > 0 


En déduire que q, est nécessairement nul. On fixe alors la valeur de A, et on 
cherche à minimiser AL; + AL,, ; montrer qu’on est conduit à choisir : 


| JÀ i 
Qr = —iQy = ET 


(où po est un nombre réel quelconque). Les expressions AL, +: AL, et 
(ALs)? + (AL,)? ont-elles dans ce cas les valeurs minimales compatibles 
avec les inégalités obtenues dans la question b de l’exercice précédent ? 


On a, d’après les résultats de la question a : 


(Lx) = (Ly) =0 pri ETA ii ayz = a a (ee =f) 
IET P ih(aroy — day) =ñ > 0 
Ayaz = CZ 


y 
6 Arah = O Ae 
o , 
Aray = AA — iÀ 


En multipliant entre elles les deux premières relations membre à membre, on 
obtient : 


* 


AYAZA = AAAA ayala = a arla]? 
e ayala: = žala? — ilal 


= 7-0 


Du fait que À > 0 par hypothèse, on a nécessairement |a,[? = 0 &[a; =0| 
Fixons maintenant la valeur de À, et cherchons à minimiser AL, + ALy. On 
a, d’après les résultats de la question a : 


ALs; + ALy = h4/layl? + al? + Avy lasl? + al? = Alaz| + layl) 


du fait que nous avons montré que a; = 0. Notons a; = ax + ibr et 
y = Qy + 104. La relation oz, = aïay — iÀ impose i 


y 
2ilmfa;a,] = —ià & 2Im [|(az + ibz)(ay — iby)] = —À & azby — Qybx = F 

On a donc : 

ALs+ALy = h(Va t+ yag +o) =n( are peu un) 


+ 
h a2 + b2 + 1 azby — 2 i + b2b2 
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Cette expression sera minimale si 


o À À 
zg (A£x+AL) 216 10, (ab, ;) +2b2b, = 0 & (a2 +b2)by ga = 0 
y 
et donc si by = _ En remplaçant by par cette expression dans la 
ar T 


relation précédente, on obtient : 


1 \ æ ANS NE pe 
Afet äl = k TETELA z à süz 
z a2 2 a2b2 
= À db z g“ 
daa (re ) ti 


À bé a2b? 
| TA Verser mr) 


= h|/a2+0b2 T a 
24/02 + b2 


Cette expression sera de plus minimale si 


o ax À arx 
ALs + AL) = 0 8 ——— = -LZ = 
( v) EENEN 


dar A + LA 


soit 


À 
a +) = À € 4 ba = last = 


a 
en supposant as £ 0. On a donc az = 4/ ge On en déduit 


et 


1 À JA 1 JA. 
p= ~ (av = à) _ dou (cos? po — 1) = — 9 “in vo 
À JA à 
dy = à sin Yo + i COS Po) = i id = 1% 


et l’on a donc bien 
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Dans le cas où az = 0, on obtient la même relation en dérivant AL, + AL, 


À 
par rapport à bz, bx étant non nul du fait que aybr = + On a donc 
À À 
2 2 
m b — 2b: = 4> 
oa? == - 


On a ensuite by = 0 du fait que a; = 0, et 


j +. à O 
ybs = -7 < Ely 3 ra Qy 3 


et l’on a au final 


À a TA 
Qz = T1 gS 9 
et la relation 
x . 
Qg = —iQy = CL 


$ T PE E 
demeure vraie avec, dans ce cas, po = 3 + kr, k € Z. On en déduit ainsi : 


lg = iila] = hay] =AL; E 


et 


Alp ALy = w = 5 lL 


(ALs)? + (AL)? = M2 = h (L3) 


Les expressions AL, - AL} et (AL, )? + (AL)? ont donc bien dans ce cas les 
valeurs minimales compatibles avec les inégalités obtenues dans la question b 
de l’exercice précédent. 


c. Montrer que l’état d’un système pour lequel les conditions précédentes sont 
réalisées est nécessairement de la forme : 


lp) = 5 Ck(aa) |Xna=k,ng=0,n:=0) 


k 
avec : 
A k 

) (ai, + ia} ) | ) 

Xna=k,ny=0,n:=0 = Jak Pns =0,ny=0,n;=0 
25k! 
k 
cx(a) = Lela? ag = eV 


VR! 


on pourra s'appuyer sur les résultats du Complément Gy et sur ceux 
(on p ppuy p 

du § 4 du Complément Dvr). Montrer que la dépendance angulaire de 
|Xna=k,ng=0,n-=0} est (sin 0 e? )*. 
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On mesure L? sur un système dans l’état |V) ; montrer que les probabilités 
des différents résultats possibles sont données par une loi de Poisson. À quels 
résultats peut conduire une mesure de L, consécutive à une mesure de L? 
ayant donné I(l + 1)h? ? 


On a par hypothèse 
IV) = laz) 8 lay) Q laz) = |, Qy, @) 
Nous avons montré à la question b que, pour avoir 
(Le) = (Ly) =0, (La) = M > 0 
on doit nécessairement avoir œ; = 0, d’où 
IY) = azs, ay, az = 0) 
On a, d’après la relation (71) du Complément Dvr : 


Qz — ia ax + iQ 
aa = =— ©, a, = 0 


Q = 
RE g 


Nous avons vu à la question b que, pour minimiser AL, + ALy, on doit avoir 


| pa à ipo 
Qg = =y = zs 


ly) = æa = VAeif0 à, =i = 0) 


Ainsi : 


En généralisant la relation (70) du Complément Dyr, on obtient : 


+o +oo +00 


lb) = 5 >, > Cna(Qd)Cn, (@g)Cn.(@2) [Xnangsne ) 


na=0 ny=0 n;—0 
avec, d’après la relation (65) du Complément Dvr : 
nd a 
«a e—laal?/2 Qg 
na! 


n 
2 Vi 2 

—|aæ 2 z —|a 2 

atA 0, (w) = e-le-P/ 


' Cng (@g) = nl na 


Cha (aa) = 
Du fait que ag = 0 et œ; = 0, tous les coefficients cn, (a,) et Cn, (@z) sont nuls 
à l'exception des coefficients Cn =0(@g) et Cn,=0(@z), qui valent tous deux 1, 


et l’on a donc 
+00 


lh) = 5 Cna (Qa) (Kenyei 


na=0 


En posant na = k, on obtient ainsi l’expression recherchée : 
P ; P 


+00 


lY) = 5 Ck (aa) Hénin ist 


k=0 
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sachant que, d’après la relation (47) du Complément D: : 


OUTRE = 7) Hé me hi at) 


avec, d’après la relation (40) du Complément Dr : 


et donc 


PTE Te | 


r k 
1) 


Cette relation illustre comment un tel état quasi classique peut être construit 
en appliquant successivement des opérateurs création à l’état vide |0), en 
produisant ainsi des états nombres (| Na Pe a ici) puis en en prenant 
la moyenne pondérée (par les coefficients c;(a.)) sur les états nombres pour 
obtenir l’état final |Y}. On a, d’après la relation (35) du Complément Bv : 


3/2 , 
2 e78’? +y? +2?)/2 m, (62) Hny (BU) Hn, (82) 


Pnanyinz (LU; z) 


n 3/4 /onetrutre (ne )(ny)l(ne)! 


[mw 
avec 8 = FE et donc 


DE aa 32 jo B3/2 aas 
#0,0,0(€, y, 2) = per HS nd Poo,o(r; 0, p) = T dia 


du fait que Ho(z) = 1 d’après les relations (18) du Complément By. On sait 


de plus que 
1 +. de 
1 P, 
EAER a 
oA (er à) 


et l’on a donc, en coordonnées cartésiennes : 


__ g2 16 a lAN" pa 
E E E E E 29e a 5 + iby ae à 


et, du fait que 
x = r sin 0 cos 


y=rsinĝsiny 44 cos = 
z = r cos 0 
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ore Soe o patap o 
ox ðr ðx cos 0x Otany 
x Ô zz 00 0 y Op À 
rôr r3 0cos000 x? Otany 0 
Se A 
r Or résin/ 00 x? 0 
sin 6 cos + L cosb cosp 2 — eL 


r sinf 0p 
or 0 y 00e o dtang Q 

Oy ðr ðy Ocosô ðy tany 
A E 

r Or Tr? OÜcos0 00 x Ütany Ov 
Pet A 
rör rsin® d'a F3 

. 01 . ô lcosọ ð 
sin és + F cos 0 sin ET $ 


r sin ôg 
ðr ð ðcosð à ðtany ð 


Erem oz cos 0z tany 


z2 


zð "Oy _® ð 


r ôr r2  Ocos0 00 
zo r2 — 22 0 Ô 1 Ô 


re rma Up + 


et donc, en coordonnées sphériques : 


83/2 
Xng=kng=0,n2=0 (7 0,6) — METTRE] (Br sin 8 cos p 
1 ð 1 ð l sing ð 
—— | sin cos p— + — cos 0 cos p — — — — — | + ißrsinðê sin 
B ðr r 00 r sinb 3p 


i ə 1 ə 1 ə k 23 
22 sin 0 sin @— + — cos 0 sin p — a ul ere 
B ðr r 00 r sinf ð 


83/2 1 ə 
= PETSI (rsin 0 cos — a rer 


2 Ps 


t 
+ißr sin 8 sin y — — sin 9 sin y — 
B ðr 


ga? ikp i Loo pyn is 
= PTR (Persino - Zino) e 
372 4 l'A à. 
= ur. (sind ee?) (er — 12) nd 
mr3/49k Vk! B ðr 


et la dépendance angulaire de |Xna=k,ng=0,n;=0) est bien (singe). Cette 
relation rappelle l'expression des orbitales atomiques étudiées dans les Com- 
pléments Avı (en particulier la relation (30)) et Evrr. 
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Nous avons montré plus haut que 


+00 


ly) == y Cx(@a) (Kati 


k=0 


et nous venons de montrer que la dépendance angulaire de | Xn PETE TAE, 
est (sin et?)F. Or on sait, d’après la relation (D-20) du Chapitre VI, que 


YÉ(8,w) = cg(sinĝet?)!. En écrivant la fonction d’onde sous la forme 
W(r, 0, p) = f(r)g(0, p), on a donc 
+00 
g(0, p) = X cx(aa)Y} (8,6) 
k=0 


et une mesure de L? pourra donc donner les résultats k(k + 1)h?,k € N avec 
les probabilités 


Z laal?" —|æ4l? = Ar —À 


Prz(k) = [erloa]? = ef = E 


Les probabilités des différents résultats possibles sont donc bien données par 
une loi de Poisson de paramètre À. Si la mesure de L? a donné le résultat 
I(l + 1)h?, le système passe immédiatement après la mesure dans un état 
|y’) associé à l’harmonique sphérique Y; (8, p), et une mesure de L, donnera 
nécessairement le résultat +A. 


Références 


Exercice 4 
Landau et Lifshitz (1.19), $ 103 ; Ter Haar (1.23), §§ 8.13 et 8.14. 


Chapitre 7 


Corrigés des exercices du Chapitre 
VII (Complément Gvr). Particule 
dans un potentiel central. Atome 
d'hydrogène 


Historiquement, les atomes ont constitué des systèmes parfaits pour tester la théorie 
de la mécanique quantique. Des études spectroscopiques avaient déjà observé le 
spectre d'émission discret des espèces atomiques à la fin du XIX® siècle, avant 
même que le formalisme de la mécanique quantique ait été développé. L’atome 
le plus simple à étudier est l’atome d'hydrogène, constitué de seulement un élec- 
tron et un proton. Bien qu’il ait déjà été étudié depuis plus d’un siècle, l’atome 
d'hydrogène demeure le système vers lequel on se tourne pour tester de nouvelles 
avancées fondamentales en mécanique quantique. Comme évoqué dans le Chapitre 
VII, l'équation de Schrödinger appliquée à l’atome d’hydrogène est soluble analy- 
tiquement. Tous les autres éléments sont constitués de plus de deux particules et ne 
possèdent pas de solutions analytiques. Pour ces éléments plus lourds, les résultats 
de l’atome d'hydrogène sont adaptés et des approximations sont faites pour tenir 
compte de la complexité accrue de ces systèmes. L’atome hydrogène revêt donc 
une grand importance en mécanique quantique et est l’objet des exercices de ce 
chapitre. 


7.1 Particule dans un potentiel à symétrie 
cylindrique 


Enoncé. 


Nous notons p,4w,z les coordonnées cylindriques d’une particule sans spin 
(x = pcosyp,y = psiny; p > 0,0 < p < 2x). On suppose que l’énergie 
potentielle de cette particule ne dépend que de p, et pas de y et z. On 
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rappelle d'autre part que : 


AE Ur ON nt 
0x? Oy? Ə pôp Pop? 


a. Écrire, en coordonnées cylindriques, l’opérateur différentiel associé à 
l’hamiltonien. Montrer que H commute avec L, et P,. En déduire que 
les fonctions d’onde associées aux états stationnaires de la particule 
peuvent être prises sous la forme : 


Pnm. klp, p, 2) = fnm(p}e"Peirz 


où les indices m et k peuvent prendre des valeurs que l’on précisera. 


b. Écrire, en coordonnées cylindriques, l'équation aux valeurs propres de 
l’hamiltonien H de la particule. En déduire l'équation différentielle qui 
permet d'obtenir fn,m(p). 


c. Soit Xy lopérateur dont l’action, en représentation {|r}}, est de 
changer y en —y (réflexion par rapport au plan xOz) ; Xy commute- 
t-il avec H ? Montrer que X, anticommute avec L, et en déduire que 
Ey |Pn,m,k) est vecteur propre de L, ; quelle est la valeur propre cor- 
respondante ? Que peut-on en conclure concernant la dégénérescence 
des niveaux ď’énergie de la particule ? Pouvait-on prévoir directement 
ce résultat à partir de l'équation différentielle établie en b ? 


Commentaires. 


Cet exercice nécessite une bonne compréhension des moments cinétiques, qui 
ont été abordés au Chapitre VI. Il constitue, comme le prochain exercice, 
le point culminant du Chapitre VII : le traitement analytique et quantique 
complet de l’atome d’hydrogène. Rappelons que la solution est exacte pour 
cet atome très simple. La différence par rapport au Chapitre VI réside dans 
le choix de la base, qui est cylindrique ici, alors que la base est sphérique 
dans le Chapitre VI. La physique est bien entendu indépendante de la base. 
En termes culturels, il est intéressant de se rappeler le modèle précédent 
de l'atome d’hydrogène : le modèle planétaire de Bohr. Malgré ses défauts, 
notamment la notion de trajectoire électronique qui est en fait absurde, ce 
modèle était assez prospère et a donné naissance à la mécanique quantique 
telle qu’elle est présentée dans ce livre. 

D’exercice requiert une grande dextérité mathématique, indubitablement 
nécessitée par le choix de la « mauvaise » base : le système est à symétrie 
sphérique, mais ce sont les coordonnées cylindriques qui sont utilisées. Il 
importe néanmoins d’être capable de travailler dans un système de coordon- 
nées de symétrie plus faible au cas où un facteur externe (comme un champ 
électromagnétique) serait introduit et viendrait briser la symétrie sphérique. 
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Le système composé d’un atome dans un champ électromagnétique est ainsi 
à symétrie cylindrique. 


Nous notons p,w,z les coordonnées cylindriques d’une particule sans spin 
(x = pcosp,y = psiny; p > 0,0 < y < 27r). On suppose que l'énergie poten- 
tielle de cette particule ne dépend que de p, et pas de & et z. On rappelle d’autre part 
que : 

D ©? 3? 1 à 1 ©? 

Ox? i y? Op? Li pp ig P 3p? 

a. Écrire, en coordonnées cylindriques, lopérateur différentiel associé à 
l’hamiltonien. Montrer que H commute avec L, et P,. En déduire que les 
fonctions d’onde associées aux états stationnaires de la particule peuvent 
être prises sous la forme : 


: o im „ikz 
Pnim.k(D; P, z) = În.m(p)e fe 
où les indices m et k peuvent prendre des valeurs que l’on précisera. 


L’hamiltonien de la particule, supposée de masse réduite y, s'écrit, en 
coordonnées cylindriques : 


P? K / 0? 0? 
Fe FOURS (Hri) + V(e) 


du fait que V (p, 9,2) = V(p) par hypothèse, soit 


TEUR RR 
ð? põp Pop 


2u 
On a de plus 
lasa KXly=Ir = -in (22 ve) 
Z 7 É dy Ox 
Or 
{ T= pese p= au 
y = psm o +. 
et l’on a donc : 
0  OpO  Otang ð xd y Op ð 
dx ©x dp ðr Otang pop x?ðtany 0 
ro y > 0 ð i. Ô 
= pop °° ‘ao Von p Yig 
ð pð tany ð  _yO 1 Op ð 
ðy E Əy ðp oy Otang pôõp x Otany Op 
y O0 i s 0 5 . À 


: o 
= ^= + — cos p— = siny; + — cos p— 
p Op op Op p p 
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On en déduit donc l’expression de L, en coordonnées cylindriques : 


: L ð 1 e; , ð Le ð z À 
Lz = —ih | pcos ọ | sin + — cos psin ọ | cosy sin y = —ih 
ðp p 3p ðp p 
qui est la même qu’en coordonnées sphériques, et l’on a de plus 


+ 
nai 


soit, en résumé : 


h? (2 1 0 1 g p 


au (op ‘pop PIP 07 
Ô 
EE Le 
a 2e 
Ô 
P, = —iħh— 
ý Oz 


1 1 
Les termes —, — et V(p) qui apparaissent dans l’expression de H ne dépen- 


dent que de p et sont donc des constantes par rapport à y et z, et l’on peut 
donc en déduire que H commute avec L, et P, en vertu du théorème de 
Schwarz. Mais L, commute également avec P,. On peut donc chercher une 
base de l’espace des états de la particule constituée de fonctions propres com- 
munes à ces trois observables. On peut ainsi imposer aux fonctions @(p,%, 2) 
qui sont fonctions propres de H d’être également fonctions propres de L, et 
P, ; on cherche alors à résoudre le système d’équations différentielles : 


Holp, p,z) = Ep(p,v,2) 
Lplp, p, z) = mħgp(p, p, z) 
P,6(p,%,2) = ħko(p, p, 2) 


On peut remarquer que m est sans dimension alors que k a la dimension de 
l'inverse d’une longueur. Or d’après les expressions déterminées précédem- 
ment, L, n’agit que sur yọ et P, n’agit que sur z, donc les solutions du système, 
qui est maintenant séparable, sont de la forme 

plp, pz) = f(p)g(e)a(z) 
et le système précédent devient 

Holp, p, z) = Elp, p, z) 


Lzg(p) = mhg(o) 
P,q(2) = hkq(z) 


les deux dernières équations devenant 


-ih ge) = malo) [aps = mate) 


in a(e) = ħka() L gle) = ikq(2) 
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et s’intégrant facilement pour donner glp) = g(0)e"* et q(z) = q(0)et*7. En 
intégrant les deux conditions initiales g(0) et q(0) dans f(p), on obtient 


plop: 2) = F(pje rez 


On peut remarquer, dans l’expression de H, que la variable z est découplée 

des variables p et y, mais que ces deux dernières variables sont couplées par 
1 

l'intermédiaire du terme — Ed L’hamiltonien peut donc être séparé en deux 


parties : 


ae 119 4 1 D) + Vu 
"nid 0 eme) N 
H = Hı + Ha avec ns p Pop e] 


et l'équation H(p, p, z) = Ev(p,4,z) peut également être séparée en deux 


équations : 
{ Hif(p)g(ç) = E1f(p)g(e) 
| H2q(z) = E2q(z) 


avec E = E, + Ez. La première équation permet de déterminer l’équation 
différentielle dont la fonction f(p) est solution, ce qui sera fait à la question 
2 


ð À 
b. La fonction g(p) = e”? étant connue et du fait que - D ——g(o) = —-mg(p), 


l'équation différentielle vérifiée par f (p) dépend es du paramètre m, et 
l’on cherche les fonctions et valeurs propres d’un opérateur Hm différent pour 
chaque valeur de m. En d’autres termes, on considère séparément les sous- 
espaces E(m, k) correspondant à des valeurs de m et k fixées et l’on étudie 
l'équation aux valeurs propres de Hı dans chacun de ces sous-espaces (ce 
qui est possible parce que H commute avec L, et P,). L’équation à résoudre 
dépend de m, mais pas de k : elle est donc la même dans tous les sous- 
espaces €(m, k) associés à une valeur donnée de m. Nous noterons En,m les 
valeurs propres de Hm, c’est-à-dire les valeurs propres de l’hamiltonien Hı 
à l’intérieur d’un sous-espace E(m, k) déterminé : l'indice n, qui peut être 
discret ou continu, permet de repérer les différentes valeurs propres associées 
à la même valeur de m. Pour ce qui est des fonctions f (p), nous les affecterons 
des deux mêmes indices que les valeurs propres : fnm(p). 

On a donc au final 


Pete = Jamal ers 


Comme les fonctions d'onde doivent être continues en tout point de l’espace 
et 27-périodiques par rapport à y, on a nécessairement 


Prier, = 0,2) = Pam k = 2,2) & EM = mez] 


On voit une fois de plus que les conditions aux limites, ici la périodicité de la 
fonction d’onde angulaire, imposent une quantification. k peut quant à elle 
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être quelconque et est, en tant que valeur propre associée aux états propres 
de P,, réelle : [keR| L'absence de condition aux limites (dans cet exercice) 
sur la fonction d’onde radiale signifie que k n’est pas quantifiée. Rappelons 
que k a les dimensions de l’inverse d’une longueur. 


Écrire, en coordonnées cylindriques, l'équation aux valeurs propres de 
l’hamiltonien H de la particule. En déduire l’équation différentielle qui per- 
met d'obtenir fn m(p). 


L’équation aux valeurs propres de l’hamiltonienles dimensions de H de la 
particule s’écrit, en coordonnées cylindriques : 


EP 13 1 6? : : : f 
| ( ! vw] fiant Pete Efan a 


2u \0p? pôp  p? dp? 


et la fonction fn m(p) est donc solution de l'équation différentielle 


rro 1d 2 
E (2 F pôp = z) F (a) fn:m(p) = Engade 


. Soit £} l'opérateur dont l’action, en représentation {|r} }, est de changer y en 


—y (réflexion par rapport au plan xOz) ; £y commute-t-il avec H ? Montrer 
que £, anticommute avec L, et en déduire que Z, [@n m,k) est vecteur propre 
de L, ; quelle est la valeur propre correspondante ? Que peut-on en conclure 
concernant la dégénérescence des niveaux d'énergie de la particule ? Pouvait- 
on prévoir directement ce résultat à partir de l'équation différentielle établie 
enb? 
L'action de £, revient à changer y en 2r — ø du fait que 0 & p < 2m: Èy 
commute avec 
h2 0? 
H> = —-—— 
2u Oz? 
du fait que Hə ne dépend pas de w, et l’on a : 


Hi Ey fom (p)? Ha fnim(p}e "Er = Hi fam (p)? 


Il 


EIE TH ph 
k (a pd. m) + vo] fale te 
h? { © 13 m . 
i [a (a TS m) + vo] AN i 
R/E 183 m o 
E (5 p dp m) F vo)| femo me 


Ey Hı fnm (p)? 


du fait que 


Re / 6? 1 à 1 6 
a }+ V0) 


Op? põp Pop 
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d’après les résultats de la question a, et Xy commute donc avec Hi. Xy 
commute a fortiori avec H = Hı + H2. On a de la même manière 


R T = Miyami pe ee = PPT) re 
Leama (pe megn = Line Pe = —mMh fn,m(p}e mr eikz 


On a donc|E,L, + L,E, = 0|, et Z, anticommute avec L}. Par conséquent : 


L,>y ler) = he Rés kt = —mhEy (nmk) 


Le vecteur Xy |Yn,m,k) est donc vecteur propre de L, avec la valeur propre 
—mh, ce qui implique Ey [Qn,m,k) X |Pn,—-m,k}- Or l'opérateur Xy correspond 
à la réflexion par rapport au plan xOz et conserve donc la norme, d’où 
Ey |Pn,m,k) = |@n,-m,x) (en considérant le facteur de phase égal à 1). Le 
fait que H commute avec Xy implique donc que les états propres |Yn,m,k} et 
|Pn,-m,k)} ont même énergie, et que les niveaux d’énergie de la particule sont 
donc dégénérés. En effet : 


Hity és = les à = En-m fée. 


et 

y bre = En mžy |(Pnmk = Enom ncm 
d’où Enm = En, -m 
On pouvait le prévoir directement à partir de l'équation différentielle vérifiée 
Par fn,m(p) et déterminée à la question b puisque le fait de changer m en -m 
(et donc y en 27 — p) ne modifie pas l’équation différentielle. 
Cette relation souligne une symétrie suppplémentaire du problème qui résulte, 
comme toujours, en une dégénérescence accrue. 


7.2 Oscillateur harmonique à trois dimensions dans 
un champ magnétique uniforme 


N.B. L'objet de cet exercice est d'étudier un système physique simple pour 
lequel on sait calculer exactement l'effet d’un champ magnétique uniforme. Il est 
donc possible dans ce cas de comparer de façon précise l'importance respective 
des termes « paramagnétique » et « diamagnétique », et ďd’étudier en détail la 
modification de la fonction d’onde du niveau fondamental sous l'effet du terme 
diamagnétique (on pourra s'inspirer des Compléments Dur et Bvr). 


Enoncé. 


Soit une particule de masse u, dont l’hamiltonien s'écrit : 


P? à 
Ho = — + uw? R? 
0 2ù 94 0 
(oscillateur harmonique isotrope à trois dimensions), où wo est une constante 
positive donnée. 
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a. Indiquer les niveaux d'énergie de la particule et leur degré de dégénéres- 
cence. Peut-on construire une base d'états propres communs à Ho, 
2 
L°, L, ? 


b. On suppose maintenant que la particule, qui porte une charge q, est 
plongée dans un champ magnétique B uniforme et parallèle à Oz. On 


pose wr, = ne L’hamiltonien H de la particule s’écrit alors, si l’on 
u 


1 
choisit la jauge A = -7" xB: 
H = Ho + Hı (wL) 


où Hı est la somme d’un opérateur dépendant linéairement de wg 
(terme paramagnétique) et d’un opérateur en dépendant de façon 
quadratique (terme diamagnétique). Montrer que l’on peut déterminer 
exactement les nouveaux états stationnaires du système, et leur degré 
de dégénérescence. 


c. Montrer que, si wz est très petit devant wo, l'effet du terme diama- 
gnétique est négligeable devant celui du terme paramagnétique. 


d. On s'intéresse maintenant au premier niveau excité de l’oscillateur, 


; f 5hw 
c'est-à-dire aux états dont l'énergie tend vers Su lorsque 


s WL : 7 ; 
wg — 0. Quels sont, au premier ordre en —, les niveaux d'énergie 
wo 
en présence du champ B, et leur degré de dégénérescence (effet Zee- 
man de l’oscillateur harmonique à trois dimensions) ? Mêmes questions 


pour le deuxième niveau excité. 


e. On considère maintenant le niveau fondamental. Comment varie son 
énergie en fonction de wz (effet diamagnétique du niveau fondamen- 
tal) ? Calculer la susceptibilité magnétique x de ce niveau. L’état fon- 
damental est-il, en présence du champ B, vecteur propre de L? ? de 
L, ? de Ly ? Donner l’allure de sa fonction d’onde, et du courant de 
probabilité correspondant ; montrer que l’effet du champ B se traduit 


par un resserrement de la fonction d’onde autour de Oz (dans un rap- 
1/4 


2 
w 
1+ (=) | ), et par l’apparition d’un courant induit. 


wo 


port 


Commentaires. 


Cet exercice conclut le chapitre, ainsi que ce tome, à la perfection, que 
ce soit en termes de concepts quantiques (oscillateur harmonique, moment 
cinétique) ou de techniques de calcul (méthode et dextérité). 

L’ajout du champ magnétique brise certaines symétries, ce qui conduit 
naturellement à une levée de la dégénérescence. L’objet de l'exercice est 


Corrigés des exercices du Chapitre VII 375 


d'étudier le comportement d’un atome placé dans un champ magnétique. 
L’équivalent classique de ce système quantique est un dipôle magnétique 
placé dans un champ magnétique, qui constitue un exercice typique de 
mécanique classique. L’étude classique montre qu’il existe une relation 
de proportionnalité entre le moment magnétique et le moment cinétique 
orbital ; la constante de proportionnalité est le rapport gyromagnétique y. 
Le mouvement résultant du dipôle dans le champ magnétique est une pré- 
cession de Larmor de pulsation wz = yB. Dans le cas quantique, comme le 
montre le Complément Dur, il y a également une précession de Larmor à 
la même pulsation, cette fois de la valeur moyenne de l’opérateur dipôle. Il 
existe donc plusieurs parallèles entre les cas quantique et classique. Comme 
évoqué dans l'exercice précédent, la symétrie sphérique de l’atome isolé se 
réduit à une symétrie cylindrique autour de l’axe du champ électromagné- 
tique. Il ne s’agit pas d’un exemple d’application de la théorie des pertur- 
bations, contrairement à ce que l’on pourrait penser au vu de l’introduction 
d’un champ externe, les solutions demeurent exactes. L’hamiltonien est sim- 
plement modifié pour tenir compte du champ externe, ce qui conduit à de 
nouvelles énergies propres. 


Soit une particule de masse u, dont l’hamiltonien s'écrit : 


%4 > 
PL LS 
Ho = — + =w R 
5 D 
2u 2 
(oscillateur harmonique isotrope à trois dimensions), où wọ est une constante 
positive donnée. 


a. Indiquer les niveaux d'énergie de la particule et leur degré de dégénérescence. 
. 52 ` 9 G 
Peut-on construire une base ďd’états propres communs à Ho, L4, L, ? 


L’hamiltonien Ho étant celui d’un oscillateur harmonique isotrope à trois 
dimensions, les niveaux d’énergie de la particule sont de la forme 


3 
Ensnyn: = (ra + Ny af Nz F >) hwo 


avec Ng, Ny, Ng E N. Pour n = ng + ny + nz fixé, nz peut prendre les (n +1) 
valeurs 0,1,...,n— 1,n. Pour n et n, fixés, on à ng + ny =n = ne et nget 
Ny peuvent prendre les (n — n + 1) couples de valeurs 


nil listen lhm A] 


Le degré de dégénérescence du niveau d'énergie En est donc égal à 


n 


i= X (n-n:+1)=(n+1) 


2_n(n+1) (n + 1)(n +2) 


2 2 


na =0 
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et seul le niveau fondamental est non dégénéré. 


D’après l'expression du laplacien en coordonnées sphériques donnée dans la 
relation (A-15) du Chapitre VII, l’hamiltonien s’écrit : 


2 2 2 > 
H=- fe (> L p i p 


a 702" +5 (56 t 00 06 t | + HR” 
et, d’après la relation (D-6a) du Chapitre VI : 
0? 1 à i a 
L =- [= Paat ue) 
On a donc prp L? r 
-rr + Que + SUR” 
D’après la relation (D-5c) du Chapitre VI, 


Ho = 


L, n’agit que sur la variable angulaire y et commute donc avec tout opéra- 
teur n’agissant que sur la dépendance en r. L, commute également avec L?, 
donc d’après l’expression de Ho ci-dessus, L, commute avec Ho. Ho commute 
également avec L? du fait que L? n’agit que sur les variables angulaires 0 et 
d’après ce qui précède. Puisque les trois observables Ho, L? et L, commu- 
tent, on peut donc construire une base d’états propres communs à ces trois 
observables. Il s’agit des états propres |[k,1,m) tels que 


Ho LART = Er Ik,l,m) 
L?|k,l,m) = (1+1)? |k, l, m) 


L,lk,l,m) = mñlk,l,m) 


abordés dans le Complément Bvr. 


On suppose maintenant que la particule, qui porte une charge q, est plongée 

dans un champ magnétique B uniforme et parallèle à Oz. On pose wz = 
B 

-Z. L’hamiltonien H de la particule s'écrit alors, si l’on choisit la jauge 
H 


1 
A=-3rxB: 
H = Ho + Hı (wz) 


où H; est la somme d’un opérateur dépendant linéairement de wy, (terme 
paramagnétique) et d’un opérateur en dépendant de façon quadratique (terme 
diamagnétique). Montrer que l’on peut déterminer exactement les nouveaux 
états stationnaires du système, et leur degré de dégénérescence. 


Corrigés des exercices du Chapitre VII 377 


wz est la pulsation de Larmor qui caractérise le mouvement de la particule 
dans le champ magnétique ; y = r est le rapport gyromagnétique associé. 
m 
L’hamiltonien de la particule devient : 
1 


2 
À s tii I a 
H = P — qA]? + =pwèR? = P-gRxB| +-pw2R? 
zp | qA] zer R 52 z0 


= g [PaP RBRB] + JPR xB). (Rx B)| + juré 
= — [p2 + ZalB - (P x R) + (P x R)- B] + IPR. (Bx (R x B))| > Z pun? 


a | 1 
= o P? — qB- (R x P) + 79°R- (B’R — B- R)B)| + SR 


= —|P?-9B.L+-9(B°R°-(B.R) J E G 
2u | 4 IEE 


du fait que B est une constante et non un opérateur, et commute a fortiori 
avec toutes les observables, et que 


(R x B). (R x B) = R- (B x (R x B)) 


par invariance du produit mixte par permutation circulaire. De plus, B est 
parallèle à Oz par hypothèse, donc : 


P? 1 a 4B 
H = — +; J2 R? A To R?— 
2u tgr 2p p = 7°) 
p“ 1 2R2 l 3, 3 
= ha ET hs +wrLz + a +r 
et l’on a donc 
1 : D 
Hi(wr) = wL + zL? +Y?) 


terme paramagnétique NT deneri 

Comme wz x B, il est possible d'identifier le terme paramagnétique (propor- 
tionnel à B) et le terme diamagnétique (proportionnel à B?) dans l'expression 
de Hı. Comme wz < 0, les deux termes sont de signes opposés. Le diama- 
gnétisme est régi par linduction et obéit à la loi de modération de Lenz qui 
dicte que l'effet résultant s'oppose à sa cause. Le paramagnétisme résulte de 
l'alignement dans la même direction que le champ magnétique externe. 
L’hamiltonien peut se réécrire sous la forme 


=, 1 sl pes À Ge E B | 
ET + SH (wo + r ULN d F Cu T (wo +wr)Y + Qu T guwoZ Hurt = Hoyt Hz 
avec 
É P 1 2 2\ y2 P 1 PE 2 2 
Hay = T + gelo + wL)XT + pr i zewo +wz)Y 
2 


P dl > 
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Les nouveaux états stationnaires |p) sont donc donnés par : 
H |p) = (Hey + H) |p) = Elo) 


et l’on peut choisir une base dďd’états propres de H sous la forme 


lp) = Yzy) ® |p2) 


avec 


{ ex (Pry) = Ery (Psy) ; (228; € Ca 
H; |p2) = Ez |p) ,lp2) € Ez 


et E= E,y + Ez On a également Hoy = H, + Hy où H, et Hy sont tous 
deux des hamiltoniens d’oscillateurs harmoniques à une dimension : 


> | 

H, = 3 + zeo +w?)X? 
F ií 

= PA + zevo +uw)Y? 


On connaît les états propres |px) de H; dans Es et les états propres |w,) de 
1 1 
Hy dans Ey, d'énergies respectives Ex = (na + z) hwet Ey = (r + z) hw, 


avec nr, ny € N et w? = wÿ +w?. Les états propres de H;, peuvent alors être 
pris sous la forme : 
fe — (2% © Pi 


les énergies propres correspondantes Eyy étant données par : 


1 1 
Ezry = (meti) ret (m+) ħw = (ng + ny + 1)fw 


D’après les propriétés de l’oscillateur harmonique à une dimension, E, est non 
dégénérée dans Ez, de même que Æ, dans Ey ; par conséquent, à un couple 
(Nz, Ny) correspond un vecteur Besma de Ezy unique à un facteur près : 
H, et Hy forment donc un E.C.O.C. dans Ezy. Il est commode pour la suite 
d'utiliser les opérateurs a; et ay (opérateurs d’annihilation d’un quantum 
d'énergie w relatifs à O, et Oy respectivement), définis par 


1 Ps 
sS (ex +13) 


[mw 
avec Ê = Fa Puisque a; et a, agissent dans des espaces différents €, et 


Ey, les seuls commutateurs non nuls entre les quatre opérateurs az, ay, al, al 


sont laz, ai] = [ay, ai] = 1. On a ainsi 


Hry = Hs + Hy = (Ne + Ny + 1)ħw 
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avec N, = a} la et Ny =a} ,ay. Les valeurs propres de Hy étant de la forme 
Ezy = En = (n+ 1)fw 


avec n = Nr + ny E N, à l'énergie E, correspondent les (n + 1) vecteurs 
orthogonaux 


ssh) 


Ra cé: ; nanasi pes 


La valeur propre E, est donc (n + 1) fois dégénérée et H,,, ne constitue pas 
à lui seul un E.C.O.C. Nous venons de classer les états propres au moyen 
des nombres quantiques ng et ny. Or les axes Ox et Oy ne jouent aucun rôle 
privilégié dans le problème puisque, l'énergie potentielle étant invariante par 
rotation autour de Oz, on aurait aussi bien pu choisir un autre système d’axes 
orthogonaux Ox’ et Oy’ dans le plan xOy ; les états stationnaires que nous 
aurions obtenus alors auraient été différents des précédents. Aussi allons-nous 
maintenant, pour mieux utiliser la symétrie du problème, nous intéresser à la 
composante L, du moment cinétique, définie par : 


L; = XP,- YP, 


On a, du fait que 


E 1 | 
aire) mt 
_ 1 X Pa \ =; 8h, t—a 


avec des relations analogues pour Y et Py : 


L; = — [(as + al)(ai — ay) — (ay + at) (at — ax)] = ih(azai, — a}ay) 


tout en ayant 
Hey = (aas + a ay + 1)fw 


Or 


[aza], a}as +aïa,] [azat atas] + [asaf a}ay] = at} [as, ai] az + asat [a}, ay] 
azal, — azat =0 
[a anita] + [a}ay, atay] = ayai |a}, ax] + at, layat] ay 


ai ay — aïay = 0 


IOO 


[atay ai ax + atay] 


et l’on a donc [Hzy, L,] = 0. Nous allons donc chercher une base de vecteurs 
propres communs à Hy et Lz. Pour cela, introduisons les opérateurs aq et 
ag définis par les relations (40) du Complément Dyr comme 


(ax — iay ) 


=(ax + iay) 
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aa et ag pouvant être interprétés comme les opérateurs d’annihilation d’un 
« quantum circulaire » droit et gauche respectivement. On a ainsi : 


dal = [assé] =0 

T 1 1 

aara] = 5 [ax — iay a + iat] = 3 ([ass a] + [ansal]) = 1 
- , , 1 

[ag, ai] = 7 [ax + iay, a} — iai] = 5 ([ax, a] s [ay ai]) = 


dd] = > [ax — iay, as + iay] = 0 
(las a}] — [ay a}]) = 0 


([az, ai] = [ay,ai]) =ü 


i] = : [ax = iay, al, = iai] = 


1 . ; 
[29> a = 5 [ax + tay, ai + iai] = 


et les seuls commutateurs non nuls entre les quatre opérateurs aq, ay, a}, al 


sont (aa, ai] = [ag a} ] = 1. On a de plus : 


Fe — ia) 7 (aa + ag) 
Ga = — (0s — 10 Az = —=(aq +a 
d V2 y 5 d g 
© 
l hia a "lai ag) 
a = — r = — — 
g 5 y =A g 
et donc 
l 
Hey = (olas a} ay + 1)fw = G [ai i a )(aa + ag) t (ai al) (aa ag) 1) Ru 
= (ai aa + lag + 1)hw 
h 
Le = iħ(asaj, — alay) = 5 [(aa + ag)(a} — af) + (af, + af) (aa — as)] 


+ [eaat ł ataa agal ajag] = [1 +a Ga +aaa— 1l—-alay ajag] 
2 aTa am tg 2 d d g g 
= ħ(alaa = alag) 
Si l’on introduit les opérateurs Na = alad et N, = alag (nombres de « quanta 
circulaires » droits et gauches), les deux relations précédentes deviennent 


Hry = (Na + No + 1)ħw 
L, = A(Na — No) 


Nous pouvons alors reprendre avec les opérateurs aq et ag les mêmes raison- 
nements qu'avec agr et ay. Il s'ensuit que les spectres de Na et Ng sont consti- 
tués de tous les entiers positifs ou nuls ; de plus, la donnée d’un couple (na, ng) 
de tels entiers détermine de façon unique (à un facteur près) le vecteur propre 
commun à Na et N, associé à ces valeurs propres, qui est : 


1 
[Xnans) = Jarg LL LE | 20,0) 
Ing! 
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Les opérateurs Na et Ng forment donc un E.C.O.C. dans Ezy. On voit alors, 
en utilisant les relations 


Hay = (Na + Ng + Dw 
L= R(Na =N) 


que | rie est également vecteur propre de H,, et de Lz, avec les valeurs 
propres (n + 1)fw et mA, où n et m sont donnés par : 


Nn = Na + Ng 
M = Ni = ng 


Comme na et ng sont des entiers positifs ou nuls quelconques, nous retrouvons 
bien les résultats précédents : les valeurs propres de Hyy sont de la forme 
(n + 1)ħw avec n € N, et leur degré de dégénérescence est (n + 1). D'autre 
part, nous voyons que les valeurs propres de L, sont de la forme mA avec 
m € Z, ce qui est bien le résultat qui a été établi de manière générale dans le 
Chapitre VI. On peut ensuite déterminer facilement quelles valeurs de m sont 
associées à une valeur donnée de n. Par exemple, pour le niveau fondamental, 
on a n = na Hng = 0 & na = ng = 0 et donc m = na — ng = 0 ; pour le 
premier niveau excité, on a n = na + ny = 1, et l'on peut donc avoir ng = 1 
et ny =U (m= y = +1) ou na = Det ny = 1 (m = Na — Nng = —1). 

De manière générale, pour un niveau d’énergie donnée (n + 1)fw, les valeurs 
possibles de m sont : 


m=nn—-2,n—4,...,-n+2,-n 


Il s'ensuit qu’à un couple de valeurs de n et m correspond un vecteur propre 
unique (à un facteur près) : 


Xna= ER ny =) 


Hxy et L, forment donc un E.C.O.C. dans Ezy. On a enfin 


Hzy commute avec H, du fait que Py, Py, X et Y commutent avec P, et Z 
et que, comme nous l’avons déjà montré, Hyy commute avec L.. De plus, L, 
commute avec Z et P, (d’après les résultats de l'exercice 3 du Chapitre VI) 
et avec lui-même. H, commute donc avec H,, et Lz, et il est donc possible 
de construire une base de vecteurs propres communs à ces trois observables. 
Ces vecteurs propres sont les vecteurs sn vérifiant 


Hey aa À = (na + Ng + 1)hw nsnm 
Lz Kiate = (na = ng)h Ds 


| Hy ETA = (na — ng)hwr LS (r+ j 5) haso) [Xna monz) 


et tels que 
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Les valeurs propres de H sont donc de la forme 


Eninane = at +1 (ns = Mar + (x. de :) wo 


1 
(na + ng + Lh/wê +w? + (na — ng)ħwr + (r- + >) ħwo 
1 
(n+ 1) w +w? + mħwr + (n- + 5) ħwo 


Supposons qu'il existe (n’, m’, n) # (n,m, nz) tels que 


1 
En = (n +1) wi +w? + m'hwr + (r + >) ħwo 


En soustrayant ces deux relations membre à membre, on obtient 


n)? (w0 + wL) = (nz = n4) wa + (m = m'w, + 2(n2 — n) (m — m'}wowr 


Les pulsations wo et wr, étant quelconques et indépendantes, cette égalité 


implique 
(n! = n)? = (nz -n.) 
(n! — n)? = (m — m'}? 
(nz — n(m- m')=0 
La troisième égalité implique n, = n, ou m = m’ mais ces deux cas 


s’impliquent mutuellement et impliquent également n = n’. On a donc : 


— i pa 1 t E í 
ren Na + Mg = Ra tny Nd = Na 
1 pri d 1 1 
ST < Na ny = fy Nng € ets 
Nz = N; Nz = N; Nz = N; 


et les nouvelles valeurs propres sont donc non dégénérées, ce qui prouve que 
{Hzry, Hz, Lz} forme un E.C.O.C. dans l’espace des états Er. 


c. Montrer que, si wz est très petit devant wo, l'effet du terme diamagnétique 
est négligeable devant celui du terme paramagnétique. 


Si wr € wo, les énergies propres 


1 
Engngn. = (n + 1L)iiy/ w8 + w7 + mhwr + (r- + 5) hwo 


deviennent 


1 
Enanyn: = (n Gi 1)ñwo + mhwr + (n- + >) ħwo 


3 
Š (r+n +3) hwo + mhwz 
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Seul le terme paramagnétique mhwr demeure, et l'effet du terme diamagné- 
tique est donc négligeable devant celui du terme paramagnétique. 

Cette remarque est en parfait accord avec les expériences et avec les résul- 
tats du Complément Dvr, en particulier la relation (18). Le diamagnétisme 
est présent dans tous les éléments, mais il n’est visible qu’en l’absence de 
tout autre effet magnétique, en particulier de paramagnétisme. Cela est dû 
au fait que son intensité est, en pratique, inférieure d’au moins deux ordres 
de grandeur à celle du paramagnétisme, s’il est présent, qui domine sinon cet 
effet. 


d. On s'intéresse maintenant au premier niveau excité de l’oscillateur, c'est-à- 


ħw 
dire aux états dont l'énergie tend vers L 


lorsque wz — 0. Quels sont, 


. WL g n . 5 
au premier ordre en —, les niveaux d'énergie en présence du champ B, et 
w 


0 
leur degré de dégénérescence (effet Zeeman de l’oscillateur harmonique à trois 
dimensions) ? Mêmes questions pour le deuxième niveau excité. 


Les énergies propres valent, d’après les résultats de la question c : 
2 3 1 
Enang,nz = (na ka Ng + 1% wo + WT, T (na ad nyar + [ns + 2 hwo 
et deviennent, lorsque wz — 0 : 


1 5 
Erin © (na + ng + 1)fiwo + (r- + 5) hwo = (ra a ul a >) hwo 


$ WL : ; i 
à l’ordre 0 en —. On a, dans le premier niveau excité, ng + ng + nz = 1. On 


wo 
a alors trois cas possibles : 


e si na = l, ng =0 et nz =0: 


i 1 
Ei 0,0 = 2h wo +wF + hwr + hu 


1 5 

~ 2ħwo + hwr + zħwo = |3 + | hwo 
2 2 wo 

, WL 
au premier ordre en —, 
wo 
è si ng =Q, ng =l etn; =0: 
2 2 1 
Eo,1,0 = 2h wo +wf — hwr + zwo 

1 5 

~ wo — ur + shwo = |2- 2| hwo 
2 2 wo 


. WL 
au premier ordre en —, 
wo 


384 Corrigés des exercices de Mécanique quantique, tome I 
è si ng =Q, ng =0 et nz =1: 


/ 3 3 5 
Eo,01 = À wg +w? + z% ~ ħwo + 5 liwo = zo 


: WL 
au premier ordre en —. 
wo 


r P à WL 
On a donc en résumé, au premier ordre en — : 
wo 


Ces trois niveaux d'énergie sont non dégénérés alors que le premier niveau 
excité est, en l’absence de champ magnétique, triplement dégénéré. On a donc 
levée totale de la dégénérescence par l'introduction du champ magnétique, 
connue sous le nom d’effet Zeeman. Les développements au premier ordre ne 
tiennent compte que des effets paramagnétiques. 


On a de la même manière, dans le deuxième niveau excité, na Ng + Nz = 2. 
On a alors six cas possibles : 


è si na =2, ng =Q etn, =0: 


/ ii 
E2 0,0 = jh wê + w? kg 2hwr, + z5 


1 7 
œ 3hwo + 2hwr + =hwo = La ħwo 
2 2 wo 
P WL 
au premier ordre en —, 
wo 


è si ng =Q, ng =2 et nz =0: 


Fa a 1 
E0,2,0 = 3h wi + w? = 2hwr, + z5 


1 T 
= 3ħwo — 2ħwzr + —hwo = U ħwo 
2 2 Wo 


3 WL 
au premier ordre en —, 
wo 
è si ng =Q, ng =0 et nz =2: 


5 5 7 
Eo,0,2 = y w +wF + 5o © hwo + Zħwo = hwo 


, WL 
au premier ordre en —, 
wo 
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esin=l,n=1lein, =0: 
à nl 1 7 
ÆE,1,0 = 5h wg tw + z0 ~ 3ħwo + lo = wo 


$ WL 
au premier ordre en —, 
wo 


è si na =l, ng =0 etn; =1: 


fa. à 3 
Eroi = 2h wê + wF + hwr + z5 


3 T w 
~ 2ħwo + Fur + Shwo = |= + | hwo 
2 2 wo 
i WL 
au premier ordre en —, 
wo 
è si ng =Q, ng =1letn,; =1: 
2 2 3 
Eo1,1 = wo twt — hwr + zwo 
3 7 
a Ds = Mr + ue | 2 = | Po 
2 2 wo 
A WL 
au premier ordre en —. 
wo 
i ; ; WL 
On a donc en résumé, au premier ordre en — : 
wo 


Quatre de ces cinq niveaux d'énergie sont non dégénérés, le cinquième 
étant doublement dégénéré, alors que le deuxième niveau excité est, en 
l’absence de champ magnétique, six fois dégénéré. On a donc levée par- 
tielle de la dégénérescence par effet Zeeman. On peut remarquer que la levée 
de dégénérescence se manifeste expérimentalement par une séparation des 


niveaux d'énergie lors de l'introduction d’un champ magnétique. Le décalage 
hqB 

entre niveaux d'énergie vaut (na — ny)hwr, = -m x mB. Le fait que le 
u 
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décalage des énergies soit proportionnel à B signifie que la séparation peut 
être contrôlée avec précision en réglant avec précision le champ externe, ce 
qui peut être réalisé facilement expérimentalement en contrôlant le courant 
électrique traversant un électro-aimant : pour les valeurs en champ faible, il 
existe de nouveau une relation de proportionnalité. Ce réglage des décalages 
d'énergies se cache derrière de nombreuses applications basées sur l'effet Zee- 
man : refroidissement laser, pièges magnéto-optiques, ralentisseurs Zeeman 
(appareil couramment utilisé en optique quantique et en physique des atomes 
froids, sujet du prix Nobel de physique 1997 décerné à William D. Phillips, 
Steven Chu et Claude Cohen-Tannoudji), etc. (cf. Complément Axrx). 


La levée de dégénérescence est en fait totale puisque, si l’on développe les 
: 3 s : j T WL 
expressions des énergies Eo,o,2 et E1,1,0 jusqu’au deuxième ordre en —, ce 


wo 
qui revient à tenir compte des effets diamagnétiques, on obtient : 


/ 5 
Eo,0,2 = fi wê +w? += É hwo = ho 1+ (2 3 + 5hwo 


lè 
d 
0 
= 
de 
NI = 
aies” 
T 
i a 
N 


et 


La différence d'énergie vaut 
wi 
E5,1,0 — E0,0,2 = h- X hwr € ħwo 
0 


ce qui montre une fois de plus que le diamagnétisme introduit une sépara- 
tion beaucoup plus fine que le paramagnétisme, du fait qu’il s’agit d’un effet 
du deuxième ordre. L'ordre de grandeur typique des transitions électroniques 
est de hwo ~ 1 eV. Pour un atome avec un électron de valence placé dans 
un champ magnétique de 1 T, l’ordre de grandeur de la séparation Zeeman 
due au paramagnétisme est de wz ~ 1074 eV, soit environ 1 em !, qui est 
facilement résolu dans les expériences. La différence d'énergie E1,1,0 — Eo,0,2 
due aux effets diamagnétiques est donc approximativement de 1078 eV, 
soit 1074 cm !, et n’est détectable qu'avec des expériences à très haute 
résolution. 


On considère maintenant le niveau fondamental. Comment varie son énergie 
en fonction de wz (effet diamagnétique du niveau fondamental) ? Calculer 
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la susceptibilité magnétique x de ce niveau. L'état fondamental est-il, en 
présence du champ B, vecteur propre de L? ? de L, ? de Lẹ ? Donner l’allure 
de sa fonction d’onde, et du courant de probabilité correspondant ; montrer 
que l'effet du champ B se traduit par un Her ui de la fonction d’onde 
1/4 


2 
autour de Oz (dans un rapport |1 + (=) | ), et par l'apparition d’un 


wo 


courant induit. 


Les énergies propres valent, d’après les résultats de la question c : 


/ 1 
Enanyn: = (na Aje Ng + 1)h wê + w? + (na — ng)ħwz + (r- + z) ħwo 


et deviennent, lorsque wz — 0 : 
1 3 
OE a a n+5 hwg = eg ES ħwo 


ý WL r 
à l’ordre 0 en —. On a, dans le niveau fondamental, na = ng = ng = 0, et 


wo 
l'énergie du niveau fondamental vaut donc 


3 


1 
Eo,0,0 = hy wô +w? + zřwo 2 $ T 


en présence du champ B. L'énergie du niveau fondamental croît donc en w2, 
et il n’y a pas d’effet paramagnétique dans le niveau fondamental, seul l'effet 


diamagnétique. En remplaçant wz par son expression wr, = -Z, on obtient 
H 
ainsi PO 
5 .… ÿ D 
E, slr ml | 
0,0,0 $ =a 0 
Or il a été montré dans le Complément Dyrr que le terme diamagnétique 
hB? : ni 
TEP traduit le couplage entre le champ magnétique B et le moment 
0 
magnétique M2(B) induit par B : 
2} p2 
q hB í} 
—— ~ --M:(B)-B 
8u?wo à 2(B) 


Or par définition de la susceptibilité magnétique, M2(B) = xB, et l’on en 
déduit donc 


h 
Apw0 


"RBA 1 
sn —-xB? |x ~ — 
wo 2 


Le fait que la susceptibilité magnétique x soit négative prouve bien que seul 
l'effet diamagnétique est présent dans le niveau fondamental. Cela reflète la 
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loi de modération de Lenz selon laquelle le système s’oppose, par sa réponse, 
au champ externe. D’après les résultats de la question b, l’état fondamental 
IXo,0,0) vérifie : 

Hey |X0,0,0) = Aw |X0,0,0) 

Lz |Xo,0,0) = 0 


ħwo 
H; |X0,0,0) = = |X0,0,0) 
|X0,0,0} est donc vecteur propre de L, (par construction) associé à la valeur 
propre mh = (na — ny)h = 0. On sait de plus que L? commute avec Lz, donc 


|X0,0,0) est également vecteur propre de L? avec la valeur propre {(1+1)h? = 0 
du fait qu’il s’agit du niveau fondamental. On sait enfin que 


í p= iet ily 


1 


ce qui implique Lg |l = 0, m = 0) = 0, et |Xo,0,0) est donc également vecteur 
propre de Ly avec la valeur propre m;h = 0. La fonction d'onde de l’état 
fondamental en l'absence de champ magnétique est 


Po,0,0(£, Y, z) = (i e- me (ay +a?) 
i T 


d’après la relation (24) du Complément Ev, et son courant de probabilité, 
d’après la relation (D-17) du Chapitre III : 


1 h 
Joo,o(x, Y, z) = Pi fonol y,2) (vénaotau2)) } = 0 


du fait que 40,0,0(%, y, z) est réelle. La fonction d’onde devient, en présence 
du champ magnétique B : 


£) ui wt 2w te tr (wle???) 


B -= 
Po.0,0(T; y, z) = (£ 


et son courant de probabilité, d’après la relation (D-20) du Chapitre II : 
B 1 B h B 
Jõo,o(7, yz) = Fa Po.0,0 (7 y,2) Pi — qA Po.0.,0(T> y, 2) 
1 h q | 
= p faBoolev, z) [Žv + r” B CAT a) 


q qB ETA 
= zp 0o o(e y 2)lr x B = Zj oole, y, z)| (yez De Tey) 


= lVFo.0(T, Y, z) Pwr(zey — Yer) 
x (yer — ze, je” t Ola ty’) woz?) 

du fait que Pb 0,0( y,z) est réelle et que wg < 0. Les fonctions d'onde 
PE (x), YB (y) et LB (z) des trois oscillateurs harmoniques se déplaçant le long 
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T, Y, Z 


FIG. 7.1 — Représentations graphiques des fonctions d’onde Yf (x£), y (y) et yp (z). 


de Ox, Oy et Oz en présence du champ magnétique B sont représentées sur 
la figure 7.1. 


On constate ainsi que les fonctions d'onde YẸ (x) et yB (y) des oscillateurs 
harmoniques se déplaçant le long de Ox et Oy sont plus resserrées que celle 
(YB (z)) de loscillateur harmonique se déplaçant le long de Oz. On a donc 
globalement un resserrement de la fonction d'onde Ypo, o(x, y, z) autour de 
Oz. On a en effet, dans l’état fondamental, d’après la relation (D-5a) du 


Chapitre V : 
keda naa 
HW HWo 


et ce resserrement de la fonction d’onde autour de Oz est dans un rapport 


AX AY 


WL 5 
iè wo 1+ | — 
AZ àZ (e) -{ a |” (=) 


On constate également, d’après l’expression de dt y,2), l'apparition 
d’un courant induit dans les plans perpendiculaires à Oz, dont l'allure dans 
le plan xOy est représentée sur la figure 7.2. L’allure dans tout plan parallèle 
sera la même, mais l’amplitude du courant de probabilité subira une décrois- 
sance exponentielle en e * . Cela rappelle une fois de plus une manifestation 
de la loi de Lenz en induction électromagnétique classique : lorsqu'un con- 
ducteur est placé dans un champ magnétique, des courants de Foucault appa- 
raissent qui créent à leur tour un champ magnétique induit dans la direction 
opposée au champ externe, repoussant ainsi le champ externe hors du con- 
ducteur. Dans ce système quantique, le courant électrique est proportionnel 
au courant de probabilité induit par B. 
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FIG. 7.2 — Allure du courant induit par le champ B dans le plan xOy. 
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